Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Representacion de los niimeros irracionales en la recta
real (pagina 8)

En el archivo de GeoGebra puede verse la representacién exacta
de los primeros nimeros irracionales sobre la recta real aplican-
do el teorema de Pitagoras. Pulsando sobre los botones del re-
productor se muestra la construccion paso a paso. Puede utilizar-
se para mostrar en la pizarra digital el procedimiento a seguir por
los alumnos tanto para realizar la construccién en GeoGebra co-
mo para dibujarla con lapiz y papel.

Calculo de raices con la calculadora cientifica (pagina 19)

En el video se muestra como usar la calculadora cientifica para
hallar raices con cualquier indice.

Notacion cientifica con la calculadora (pagina 22)

En el video se muestra cémo introducir los nimeros expresados
en notacién cientifica en una calculadora cientifica, asi como ha-
cer algunas operaciones con ella.

Logaritmos con calculadora cientifica (pagina 24)

En el video se muestra como usar la calculadora cientifica para
hallar logaritmos decimales y neperianos. Tanto en este recurso
como en los anteriores, aunque se utiliza la calculadora de un or-
denador, el procedimiento es similar en muchos modelos ya sean
digitales o manuales.

Actividades (paginas 8/24)

Bl ;Por qué —5,0227 no es un niimero irracional?
El nimero —5,0227 es racional puesto que se puede escribir

en forma fraccionaria. Su fraccién generatriz es

Bl Determina y razona cuéles de los siguientes nimeros son
racionales y cudles irracionales.

2 1
=+ 0017, —341232323..., \/E,,,’E, 4,1213141516...

2 1
Los niimeros 7 0,017, -3,41232323... y , Jason racionales.

Los ndmeros \/’3 y4,1213141516... son irracionales.

El Razona cual de las siguientes frases es cierta.

a) Todo nimero decimal se puede expresar como una
fracci6n.

b) Los nimeros reales se pueden expresar como un niimero
decimal exacto o periddico.

¢) Todo nimero racional es real.
d) Todo nlmero entero es racional.

e) Hay numeros reales que no pueden expresarse como
una fraccién.

f} Entre dos nimeros racionales hay infinitos irracionales.

g) Los nimeros irracionales no se pueden expresar en
forma decimal.

Las frases de los apartados ¢), d), e) y f) son ciertas.
E Determina una sucesién que se aproxime por defecto al
numero irracional /5,

2, 2,2; 2,23; 2,236, 2,2360; 2,23606; 2,236 067;
2,2360679; 2,236 067 97; 2,236067 977; 2,2360679774; ...

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

4
Escribe una sucesidn que se aproxime a — 7 por exceso.

=0,5; =0,57; —0,571; —0,5714; —0,57142; —0,571428;
—0,5714285; —0,57142857; —0,571428571;
—05714285714; —0,57142857142; ...

@ Aproxima por defecto el niimero e mediante una expresion
con cuatro cifras decimales.
Una aproximacién es: 2,7182

Escribe dos ndmeros, uno racional y otro irracional, com-
prendidos entre los siguientes pares de niimeros.
a) 51497 y 5,1498
b) —0,0091 y —0,009
a) 5,14973 (racional)

\/_
51497 + 1—; =5,149714142135 623... (irracional)
b) —0,009 05 (racional)

m

—0,009 — 10 = —0,009031415926 535... (irracional)

1 4
B Representa en la recta real los intervalos (—2, _E) y (—5, ;]
D—m—._;'H
. o—o
—T E T
-5 -2 ]a 2
ek 4
2 3

El Representa graficamente los nameros reales que verifican
-5<x=3, x> V.‘E, 1/3=x=5/2 y x=3. Escribe, en cada
caso, de qué intervalo se trata.

(—=,3]

o

1
Se trata de los intervalos (=5, 3], (V/2, +), [—3—, %] y (—22, 3],
respectivamente,
il Sia>0,b>0 y a<b, jqué relacién de desigualdad existe
entre 1/ay 1/b?
1_1

a b
il Sia<0yb>0, ;qué relacién de desigualdad existe entre
1ay1/b?
T 1

_<-.-
a b

B Si2a—1>0y —3a>4, determina el intervalo al que per-
tenece a.
No hay ningin nimero real que cumpla al mismo tiempo las
dos desigualdades,

Si x, y, z son positivos, y x- (y+2) > y- (x + z), jqué relacién
de orden existe entre x e y?
xy+z)Zyxtlsxy x>tz x> yEr=sx>y

1. NUmeros reales o



La diferencia de edad entre una madre y su hija es de 28 afios.

;Cudndo superara la edad de |a hija la mitad de la de su madre
mds 10 afios?

m=h-+ 28
h>%+1c=2h>m+20=:-2h>43+h=>h>48

La edad de Ia hija debe ser mas de 48 afos.

Escribe dos niimeros racionales y dos irracionales que sean,
en valor absoluto, menores que 0,1.
Va2

D
y 100

.
40

Si sabemos que Ix-1] <5, ia qué intervalo pertenece x?

Por ejemplo, 0,01, —0,01,

|x—1] <53 —-5<x—1<5=-4<x<6
Pertenece al intervalo (—4, 6).

si |x| = VE, determina la amplitud del intervalo en el que
esta x.

La amplitud del intervalo es: 02

Determina el conjunto de nimeros reales que cumplen que

=]
=

|xl;‘>4.

|x| Sd=x<—4ox>4=R—[-4,4]

Realiza las siguientes operaciones,
a) |1213) =11 - 101/2) - (7/6)1|
b) |2- V5] - V5 +1]
ai |12~ ] - |1_1 " H_l‘ _ ‘_i B
3 2 6 3 6
12 1 1
- ‘3 3" —3‘ =3
b) |2 - V5| Vs +1|=[V5—-2| - [V5+1| =
=V5-2-(V5+1)=-3
Realiza las siguientes operaciones,
a) 3*+372 d) 3:(6/5)*
b)27-2° e) 27" (2/3)*-(1/6) 2 =273
c) 2%/2°° f) 572-(1/5)™"
1 82
o) F+ 5 m G+ o

b)23-20=2=4

=2"=512

2
c) 2_5

612 25 25
o = =3 — = —
a3 (3] - %-3

- I 1 _ 63
oW il W el IR P BRI 0P
a3 (3) (6) =gy

) 5‘2—(—)_ —52= 25

Expresa los siguientes nimeros como potencias de expo-
nente negativo.

a) 14 c) 1125

b) (3/5)° d) 729/64

a) 27" b) (5/3)° ¢ 57 d) (2/3)°°

Escribe en forma de potencias de base 10 las siguientes ex-
presiones.

a) 1/10000 ¢) 1/0,001

b) 0,000001 d) 10000000

a)10™*  b)107¢ ¢ 10° d)10’

e NOomeros y Aigebra

Simplifica las siguientes expresiones.
64 _ 3‘-2 & 7-3
147-3.10°

o)

21°-57.15*.3*

a)

c)

2—8. 362
aj 64.3'1_?—3 B 24_3‘.3—2_7—3 _l_s_?
W 2775328 F

IR i - D e - I
ofs) G G - 5

1215'5_?'151_3‘ 35_75_32.52.31_23 2. 3775
c = =
278 36 57.2%. 34 5°

Di si son ciertas estas igualdades. Cuando no lo sean, escri-
be la igualdad correcta.

2 (2

a3==(3)
1V? o

b) (—) =2

-3 a1
g (35“3 ):2
7

2

Realiza las siguientes operaciones y simplifica el resultado.
2 2 2 -3 =¥
@ (3) - @[5
2412 -2 2 112
NERREE

a) Falsa: b) Cierta c) Cierta

=(2_1)"‘.(1 _1)2=E£=£
4 9 25 81 81
Escribe tres radicales equivalentes a estos otros:
V2, Via, V(-3) yVZ
V2=V = VP = VP Via = V12 = V18 = Vid*
Vima = V3= V(=37 = V3 V2 = VE= VP = V2"
{Por qué son falsas las siguientes igualdades?
a) \/13=f/£_—2_)‘= \a/%
b V—2=V(-2r=\V16
a) V=2 no existe. b) V—2=-V2Z=-Vi6

Escribe un radical equivalente a cada uno de los siguientes
radicales con el indice comin.

Simplifica los radicales ‘:/?, \T??, W y {Eﬁ
V5, VI, VE, VE



Escribe estas expresiones en forma de potencias de expo-
nente fraccionario.

3
avda Vs g9 V2
V27
5 L -1, 33
b) V2 e) T h) V3T V3
R E faVa? i) VsVsVsys
ﬂ} a?ﬂ dJ 53\1’4 91 219”5
bJ 25.’2 I!J 2“1{.‘! hj' 3‘1.‘6
d 3—3.."4 ﬂ a?ﬂ i} 5154"15
Realiza las siguientes operaciones, expresando el resultado

como un Gnico radical lo mas simplificado posible.

a) v’ 125°- "'/'~§1; d) \’f?‘\?aﬁb"-vl (—a)

4 6
; V3 Ve
b) 32 e
=
oV VEVE g Ve Ve
as
a) V125° - P W L i, e
513\,5~\/'3'=3-V23-3’=3-\’?ﬁ
o V27-V15-Va0=V3""3.5 22 . 5=90-12

d) {,/_z \‘/a—b—a '\E/'E—G— —gP g L g

= —g™. p¥ ‘f'_a__ ”,’ a
bil

YL M N6 ol
b it 1
e ‘\/3_ \/g 3 = = 3912, 16 _ 4,?35 .22
V3
L)

" V a\’/';. \}/} - a't. g . g _ AL P

W - aS-‘IZ ai."'li‘. a =da
Simplifica las siguientes operaciones extrayendo factores

fuera del radical,

a) 6048xy" b) f/?)"(ﬂ;’\/;)s
\/7938xy" Va

o) Veodsxy _ 22-3-xXyV2-3 - 7xy _
V/7938x" 3y-V2 3 7y

5. 3%, 7 6
i YTy 5, oy
22307 7
(\3[07)4_[52_\’/5}3_0,&1,66_03:1 asws_ o
o : =
Va* a
=d-a=d"-Va
Efectda las siguientes operaciones simplificando al maximo.

a) V8 +Va- 7\/_

a}v’é+\/2—7\/7_=\/i+\f"—42 2=—40V2
b}ﬁ_ﬁ+é_@ 2

4 V25

-s\f—m»xﬁ-—\r Bys-Svz

Simplifica las expresiones.

a) V512 + /648 -

b) V6561 + V/3993a— \/3a"

@) V512 + V6aB — [ = /3 + V73 -
=16V2+18 2—-9- 2*42%:8\/~

b) V6 561a° + V3993a - V3d' = V3 g+ VIl 3 .a—
~V3d" =3V3a +11V3a - aV/3a="V3a (14 - a)
Realiza las siguientes operaciones.
a) (2V3+V3) b 2V6-(2V5 - V2)
a)(2V3+ V5 =4-3+4/15+5=17+4V15
b) 2V6-(2V5 - V2) =2V (45— 410 +2) =
=2V6 (22 - 4V/10) = 44V/6 — 8V/60 = 4416 — 16\/15
Efectia estos célculos.
a}(ﬁ+1]z-'\/?-
b) (2V2- v"] (V3+3)
o[Vi-1] 1]
Db
a(V2+1) V3=(3+2V2)-V3=3\3+2V6
b) (
[ _

J'
_a.:

2V2-13)-(V3+3)=2V6+6V2-3-3V3
V2-1Y-1]-vV2=(G6-2v2-1)Vi=2V2-4
d(+V2)-(V2-1)=V2-1+42-V2=1

Racionaliza las siguientes expresiones.
+ 7
a) \E L c) 5
V2 Vi Va
y1-V5 g V3
2V5+1 23
S Vit VeV
—\/i 2
i 1-Vs _1-Vs V51
2V5+1 2Vs5+1 251
o 2V5-1-10+V5  —11+3Vs
19 19
7 _V3V2 _7Van
R 6
Vi _Vi_Ve _Vahz_
Vs Va Va ®
V¥ V2 Vi2
T w2
Establece, en cada caso, una aproximacion con 4 cifras exactas,
a) V23 b) V3 ) —4,57
a) 4,796 b) 1,201 ¢} —4,576
Haciendo uso de la calculadora, redondea el resultado de los
siguientes célculos con un error menor que una milésima.
a) V10« b) V7 -V2 o V77,02
a) 9,935 b) 1,386 ¢) 10,360

1. NOmeros reales o



Determina entre qué valores estdn comprendidos cada uno
de los siguientes numeros aproximados. Escribe la aproxi-
macién y su incertidumbre en cada uno de los casos.

a) —7,06
b) 0,003
¢) —50000
a) (—7,065, —7,055), —7,06 = 0,005
b) (0,002 5,0,003 5), 0,003 =0,0005
¢) (—55000, —45000), —50000 = 5000
Utilizando la calculadora, averigua qué error relativo se
comete en las siguientes aproximaciones de «:
a) 3,14 b) 267/85 ¢) 3927/1250
|w—314]

a) —— 100 =0,05%
v

e/ Py

a
| — (3927/1250) |
c) "

Realiza las siguientes operaciones expresadas en notacion
cientifica.

a) 2-10°-3,5-10*-1,25-10°
b) 1,03:-10°+5-10°—10"°
¢ (4,7-107%°
a) 875-10'"
Expresa 3,7 - 10° afios luz en km (velocidad de la luz:
c=29979-10°m-s7").
3,498 107 km
M Sabiendo que 18 g de agua contienen 6,022 - 10~ molécu-

las, expresa en notacién cientifica la masa de una molécula
de agua.

it =299:107%
6,022 - 10® molecH,0 ™
Expresa en notacion cientifica y con tres cifras exactas.
a) 299792,4562 km/s ¢) 33075894,32 m
b) 0,003450 g d) 0,003468 - 10 cm
a) 3,00-10° km/s ¢ 331-10m
b) 345-10g d) 3,47-10 °cm
Realiza estas operaciones y expresa el resultado en nota-
cion cientifica.
a) 4,872-10%+1,74-10°— 9,54 10°
b) 3,76-10'*—8,53-10"" +4,98-107"
a) —9,31728-10° b) 2,9568-10 "

100 = 0,0002 %

b) —892-10°° ¢) 2,209-1077

g/molec H,0

Calcula los siguientes logaritmos.

a) Ing,,i\/i ¢) log,5729
b) log, 0,0625 d) log,; \/78125

a) (1/3)=3"=x=-1/2

b) 2° = 625/10000= 2" = (1/2)' = x = —4
¢ 3=729=23"=3F=2x=12

d) (1/5) =5"=x=-7/3

[ Calcula x en estos logaritmos.

a) log,1024=5 ¢) logysx=—1
1 2

b) log, (Eﬁ)s:’ d) Iagﬁx=§

a=2"=x=4 ¢) 5/2=x

b) X =3"=x=1/3 d) 2% =x

0 Nomeros y Algebra

Ordena de menor a mayor las siguientes expresiones.
log, 2, log, (1/2), log, (1/8), log, 2, log; 9, log,, 2,
log,;s 1, log,, (1/8), log,, 8

log,,, 8 < log, (1/8) < log, (1/2) < log,, 2 < logs 1 <log,2 <

< log, 2 < logy, (1/8) < log; 9
H] Expresacomo un solo logaritmo.

3Ina—(1/2)Inb + 5(lna— (1/2) In b)
3Ina— (1/2Inb+5(Ina - (1/2) Inb) =
=Ind’ —InVb + 5(na— InVb) =
a

-]
=|na’+lna’—6tn\f’5=lnaa—Inb3=ln(E)

Calcula:

a) log,,, 0,006
a) 7,38 aprox.

b) log,s Vs 52
b) —0,66 aprox.

ginas 28/32)
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Numeros racionales e irracionales

El Sin realizar la divisién, di qué fracciones dan lugar a decima-
les exactos y cudles a decimales periddicos puros o mixtos.

7 6 3 2 15 11 21 23 81 68
99' 15’ 14’9 17' 8’30 990' 90’ 85
Exactos: 6/15, —11/8, 21/30, —81/90, —68/85
Periddicos: 7/99, —3/14, 2/9,15/17, 23/990

Halla la fraccién generatriz irreducible de estos nameros
decimales:

0,032, —7,39, 31,00, 2,512, —5,355

0,032 = 16/495; —7,39 = —244/33; 31,09 = 311/10;
2,312 = 770/333; —5,355 = —1071/200

Ordena de menor a mayor.
0,40; 0,45; 7/16; 1/2; 0,428571; 5/12; 0,407; 13/32
Los decimales correspondientes son:
0,40; 0,45; 0,4375; 0,5; 0,428571; 0,418;
0,4’5? ; 0,406 25. Por tanto:
0,40 < 13/32 < 0,407 < 5/12< 0,428571 < 7/16 <
< 045<1/2

Realiza estas operaciones y expresa el resultado en forma

decimal.

a) 218-04 ¢ 3-027/0,24
b) 0,27 -2/7 d) 5-29/3

a) 0,96 ¢) 34375

b) 0,06 d) 5

H Calcula las siguientes raices.
a) Vo3 b) Vo,187 <
a) 06 b) 0,43 ¢ 30

A Clasifica en racionales e irracionales cada uno de los si-
guientes nimeros reales.

1/0,007

a) 11,003 003 003003, .. e) V-32
b) —2,797 140797 140... f) 327
o Va9 g) V1,21/25

d) V0,000 h) =

Racionales: @), b), e), f) y g). Irracionales: ¢, d} y h).



Representa sobre la recta real /3, \/5, V6 y V7. ;Cémo

se representarian / 29, V50 y'\V 1487
V29=V5 12, V50=V7+ 1, V148 =12+ 7

i_”" Y& J

e vﬁ Va[ V5[ Ve V7 § S
i I

’»--— “‘_1--..:-'-. 111 lII| .III T

: I R i

o ¢t '!31' T E 4 X

- Vz133 W 1'{:;_ A7 ~

L . i

Escribe tres nameros irracionales entre 12y 13.

A3, 9\/5;- 12 9\5;13

Escribe un nimero racional y otro irracional que pertenezcan
al intervalo (—4; —3,98).

Ejemplos de racionales: —3,99, —3,98, —3,995
Ejemplos de irracionales; —3,98 — {\/iﬂ DD).
~3,98 — (w/300), —4 + (V/3/200)

—

Ordena de menor a mayor —4; —3,98; —3,98; 5,17; 5,17;
5,1709;5,171; 7; 3,1416; 3,141593; 3,1415926.

-4< —-308< _3,;9@‘: 3,141 5926 < < 3,141593 <
< 3,1416< 51709 < 5,171 < 5,17 < 5,17

Representa sobre la recta real los siguientes nimeros:
-2,3; 0,05; 1,9.
-23=-713=-2-(1/3)

Escribe un nimero decimal que sea 3 milésimas menor que:
a) —0,097

b) 1,567 57

c) 47,76

d) -«

a) —0,1 c) 47,757

b) 1,564 57 d) —3,14459265..,

Indica la relacién de orden que existe entre los siguientes
pares de nlimeros.

a) 1,209 y 1,209

b) 1/1,209 y 1/1,209

¢ —1/1,209 y —1/1,209
d) —2:1,209 y —2-1,209
a) 1,209 < 1,208

b) 1/1,209 > 1/1,209

¢) —1/1,209< —1/1,209
d) —2-1,209> —2-1,209

[l a) sabiendo que los segmentos en que se divide OP son de

la misma longitud, indica qué nameros racionales repre-
sentan los puntos A, B, Cy D de la siguiente figura.

0 A B £ [} 1

b) Determina qué nameros irracionales representan los
puntos P, Q, Ry 5 de la figura.

R ——

_.___
b

2 4 5 6
al A= .].B—?,C—y.D—;

B) P=V3,0=V5R=V65=V7

Intervalos y valor absoluto

B Representa sobre la recta los siguientes intervalos.

a) [-2,3]
b) (5,7]
c) [-4,1)
d) [2, +x=)
. < o e d) =
a) b)

+ + + —

T4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 ¢ 7
Dado el intervalo (—3,7; —) de la recta real, indica cuéles
de los siguientes puntos pertenecen a él:

-3,72 —3,46 =11w/10 —3,14
I=(=37,-m),-372&l,—-346el,-11%/10|, 3,14 ¢ |
Determina a qué intervalo pertenecen los nimeros reales
que cumplen las siguientes condiciones.

a) —4/3<x=10 d) x= —9/5

b) 1/15=x=0,25 e) x>21/4

€) x>7 y x=9 fl x<13 y x=14
a) x e (—4/3,10] d) x & {—o0,—9/5]
b) x = [1/5;0,25] e} xe(21/4, +)
c) xe(7,9 fl xe(—w,13)

¢A qué intervalo pertenece x?
X
a) 0< - +1=7

b) -2=-x+3<4

a) x € (—4,24] b) xe(-1,5]

Si|-x+3| =7, ia qué intervalo pertenece x?
x€[—4,10]

H] ;Qué conjunto de nimeros reales, x, cumplen la desigual-

dad |2x— 1| =22

El conjunto union: (—ee, —1/2) U (3/2, +ea) =
=R -[-1/2,3/2]

1. NOmeros reales 0



Fil Calcula las siguientes expresiones.
a) |2-|-3|+|-5+6l|-|-]7-9]-(-1)]
b) |(3/5)-(13—4)- |1-(5/2)] |
9 lovsm)-1] - [3-2v5|

a) 5 b) 33/10 o 4-7V5/3
¥ Calcula la amplitud de estos intervalos en la recta real.
a) (x—3, x+3)

b) (\/E 5 2)

o (—\/5.*2, 7\5;5)
d) (8/3, 13)

a)6 b) 42

¢ 19V3110  d) 313

Potencias y radicales
Efectia las siguientes operaciones,
2.57.7

VI T
at- (6!}_1 b2
23_32‘ aﬁ'b_?
{a % b}l ¥ {GA-S v bi]i

[ﬂ A b?_ci}—s
(4 o 33 o 6—2]2 . {23 _ 34]-1

(2537 (6%°

2? bB bl‘} C15
adgw  Mgpy a

b)

c

d) 223

Efectia las siguientes operaciones.
3 3 —242
@ (3-(3))
-1 =34\ -2
w(-2-(F])
3
c) (——( 2) )
a) 49/2025 b) 1/3844 c) 1/8
B8 Introduce factores dentro del radical.
7
ol

2*.5 3/3%.7.5
b) —. . ——
3 2

¢) (x—3Vix— 3P0+ 3)

7
a) L b) J2i'-5‘rr3-

o Vix—3x+3)

2
Extrae factores del radical.
a) V2°-877 e) Vem'n'p'
A, ao=1, a3
b . %3? f) Vio2a

g V2 187x°y"?

h) V437125

) (53

24a°b° — 32a°b*

a) \/; f e) 2mn’p’ V mp*
o
b) - \f; f 22

c %V’i a) 3xy’ v/ 34y
d) 2a°6*\V2a(3b* - 4d") h) 1447\ xy

@ NOmeros y Algebro

Expresa las siguientes potencias como raices.

a) 2** b) 12”7 c) 37
1

a) V8 b) V12° Ch
] Expresa estas raices en forma de potencias.

a V3 b) V10? g

V7

a) 3*° b) 10** 37"

Expresa en forma de potencias de exponente fraccionario.
5
a) V2| % o0 Va2Vav7?
1 3
a) 27V 35 b) 2.3 o 2°°

Realiza los siguientes calculos.

a) V0,04-V0,2 d Va-Va- Vel
b (V) - d) V52

. \,/?
957 Y7

Realiza estos célculos simplificando al maximo.

GJVE'\B/Z dm

b) \V32+118-13 djﬁ-ﬁ

I

o 2\V3 d) /4000

6 [ 3
@ Va2 B 7V2-V3  9Vs 4 V2
Efectua el cdlculo y expresa el resultado como un radical.
3-34, g
WL
(V3) Ve
3= 3

B Calcula las siguientes expresiones con radicales.

@) V10+2V10-5V/10

b) 3V12-2V75+7V3

o V243 -5V3+2V27

d) 38 -5V72 + V50 + 418
e) V32-5V18+13

f) 3V8+2V50-4V18

g) 5V27+3V12-4V75

h) V512 + V648 + :“18

) Vis Va2 2

R e

@ 2Vi0 8 3V3 Q10V3 &) -7VZ @ V3-11V2

314
H V2 9 V3 hI2V2 'J— 3—Ev“

Calcula cada una de estas expresiones con radicales.

a (V2+Ve) o (V7-V18) —3V56
b (2-2v3-2vas &) (1+V5) -(1-V5)
al 8+4V3 b) 160—V3) o 25-12V14 d) 16



Efectda, simplificando al maximo.
@ 2V5 (V25 - 8Va) - (V3 + V). (V3 V3)
b) —V/ =16 -V ~54 - V250
a) —218

b) 10V2

Ed Realiza las siguientes operaciones.
@) Vet Vie+ 1) [T”;
b (V7-V78) +6Via
< (\/a—b+\fa+b]-(\,v’a—b—\/a+b)
d) V=4-V6-Vs
a) Vix+ 17
b) 25

d (Va-b+Va+b)-(Va-b-Va+b)=
=f{a—b)—(a+b)=-2b

d) —6V2

Simplifica las siguientes expresiones.

a—J—=Vii-af
1—a Vi{a+1)

b) \4/;-%- VaVa

1
Y Ti—a-0rar
b)a\f/;

Determina si son ciertas o falsas las igualdades que se dan
a continuacién.

x+3 x+3

w./"i_x -
bj\ﬁ+\/§=\/ﬁ

x+3 _ x+3 V
) —= Cierta
i Vx*—9 +3: V=3 V- e

b) \/i+x/§=x/i+2\/i=3v’5=w'3’-z=\/ﬁ Cierta
Racionaliza las siguientes expresiones.
" o V2
R

b) ‘/—59

V7 +\/5
I Vi-v5
,V_ V2

V2-2

2V3-Vs
aj—ﬁ—

(Ve-2)-V3

3
€ 6+V35
\/_ ~VZ+V2+1

Calcula el resultado de las siguientes operaciones, simplifi-
cando al maximo.

e Va 24V2 2
242 \/_ V2
\/\/§+1 Vs-1
\/\/"+2 Vve-2

2 _ 3 ; 1
""L@M W-H G
2-12 2+v’"
2+V2  2- \/_ \/_

_ (2-v2)'-(2+V2) +a=

2

i+ VI=-3V3

VVs+1-VVs-1 _ [4_
VVB+2-VVe-2 4

1 1
2. I— |2 =2 9= 5VE 516 _
2 \/; £

= 516 — /55

a)

b)

2 3 1
‘”L@Hﬁ \fa-va]'x/i—v;‘
=2V3-2V2-3V3-3V2) ———

\/_ Vi
_-V3-5V2 V2+V3 _ -13-6V6 _
T VE-VE Va+VE |
=13+6V6

Aproximaciones y errores

A Brahmagupta (siglo wi a.C.) se le atribuye una aproxi-
macion de 7 que vale V/10. Siglos después, en el m a, C,,

245
Arquimedes propuso otra: 78" Calcula cuéntas cifras exactas

tiene cada aproximacion y qué porcentaje de error se comete
cuando se aproxima w con cada una de ellas.

La primera tiene dos cifras exactas y un porcentaje de error
del 0,66 %.
La segunda tiene cuatro cifras exactas y un porcentaje de
error del 0,02 %.

[Fl Redondea a dos cifras decimales estos niimeros e indica si
la aproximacién es por exceso o por defecto.
a) 3,05679 c) 0,00078 e) 4,34505
b) —2,9346 d) 45,8620 f) —3,00531
a) 3,06, por exceso, d) 45,86, por defecto.
b) —2,93, por exceso. e) 4,35, por exceso.

¢) 0,00, por defecto. f) —3,01, por defecto.

1. NOmearos reales @
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Calcula el error absoluto que se comete al tomar 0,71 como
aproximacion de 5/7.

El error absoluto que se comete es 3/700.

Aproxima /13 con un error absoluto menor que una milé-
sima. ;Existe una sola aproximacién?

Cualquier valor comprendido en (3,6046; 3,6066).

El niimero decimal 7,543 es la aproximacién por redondeo
de cierto niimero real. ;En qué intervalo esta comprendi-
do? Escribelo e indica su incertidumbre.

Estd comprendido en el intervalo: (7,5425; 7,5435)

Lo escribimos como 7,543 * 0,0005.

A continuacién se ofrece una tabla con las aproximaciones
de algunos niimeros reales. Cépiala y determina, para cada
caso, el tipo de aproximacion, la incertidumbre o cota de
error y el intervalo en el que esta comprendido el nimero
exacto. Indica también el niimero de cifras exactas y el error

relativo cometido. ;Cuél de las aproximaciones crees que
es la mejor?

La solucién a esta pregunta se encuentra en la tabla de la parte
inferior de esta pagina.

Determina entre qué nameros estdn comprendidos los
valores exactos de cada una de las siguientes aproxima-
ciones.

a) 6,87 = 0,02

b) 67894 £5

¢} 0,0543 = 0,0001
d) 67,002

a) (6,85; 6,89)
b) (67 889; 67 899)
¢} (0,0542; 0,0544)
d) (66,8; 67,2)

Notacion cientifica

Utilizando la notacién cientifica escribe las siguientes mag-

nitudes en metros:

a) La Unidad Astronémica de distancia es la distancia
media que separa la Tierra del Sol, su valor es 149,6
millones de kilometros.

b) Un afo-luz es la distancia que recorre la luz en un ano
(velocidad de la luz = 300 000 km/s).

¢) El C-elegans fue el primer organismo cuyo genoma fue
completamente secuenciado. Su longitud es de aproxi-
madamente 1 mm.

a) 1,496-10" m
b) 9,4608 10" m

49}

Ordena de menor a mayor los siguientes nlimeros, expre-
sandolos previamente en notacidn cientifica.

a) 3,23-10%, 523,17 - 10", 444 - 10"

b) 3,19-107"%,0,033-10 ", 444.10° "
a) 323-10""<5,2317-10" < 4,44 10"
b) 3,19-107%<33-10""<4,44-107"

SiX=3-10",¥Y=4,25-10°y Z = 72,12 10", calcula, expre-
sando el resultado en notacién cientifica.
XY
al (X+Y)-Z b) -—z'—
a) 2,194251-10" b) 1,767886855- 10
Logaritmos
Calcula.
a) log 0,00001 d) log,; V3 g) log,, 1
H
b) log; {1/625) e) log,;5 0,125 h) log,; V2197
3
¢ log, 2 048 f) log,Va’ i) log, 81
a) -5 < 1 ej] -6 g}0 i) 4
B)—4 d)-1/72 1) 73 h) 3/5

Utilizando las propiedades de los logaritmos, calcula x en
las siguientes expresiones.

a) log, (;1_’_—) =-3
b) log,, 128 = x
¢) log.x=6/5

d) log,4=1/8

e) log, 49 =10,16
f] log,5x=6,5

g) log,.,25=2

h) log @ — 25) =2

i) log,32"=10,1

a) 3 &2, gl 4

b) -7 e 49° h 5

¢ V5 £ V3" i) 1/50

Formula estas expresiones como un solo logaritmo.
a) 3(log5+log2)—log2—log7?

3 1

- — + ——
b) 3 (1-log5) - log 2

€) 3lIn2-1 +IHTS

10° 00
a) 3(log5+log2)—log2—log7= Iogﬁ =log (E?—)
1
b}%ﬂ —TogS}I+E|og2=%|og{23‘2]=Iog4

\3/_
" 3.n2-1+*n_5=.n(u

¢ 107%m 3 e
Valor exacto [1+V5)n Vs —7,5436... 2997925 Vo
Valor aproximado | 1,62 2,236 —7.544 300000 2,154
Aproximacion eXCeso defecto defecto exceso defecto
Incertidumbre 0,002 0,0001 0,0004 208 0,0005
Intervalo {1,618;1,622) (2,2359; 2,2361) (—7,5444; —7,5436) | (299584,5;300000,5) | (2,1535; 2,1545)
i acadtas Ax < 0,005 Ax < 0,0005 :i\x << 0,0005 Ax << 500 Ax < (0,0005

3 cifras exactas 4 cifras exactas 4 cifras exactas 3 cifras exactas 4 cifras exactas

Error relativo 0,12% 0,003 % 0,005 % 0,07 % 0,02%

La segunda es la mejor aproximacion.

@ Nomeros y Algebra



Hl Halla el valor de a para que se cumplan las siguientes igual-

dades.
a) log, 12 + log,3 = 2
b) 3" =10

1
c) Ioga#1+3iogl-—5|ogﬁ4

1
d) Ina = log; 243 — log.; 3

a)log, 36=2=a=6

.93

¢} loga=log 10
Vea

dina=5—(—-4)=9=qg=¢°

=log10=a=10

Calcula x para que se cumpla cada una de las siguientes
igualdades.

a) log, (2x + 1) = —%

b) x** = 1024
) 551=g
d} 2:”—! =3Inl

al 8P =2+1=x= —%

b) 0,8-log, x = log, 1024 = x=\/2%
¢ (x—2)In5=1 ::-.'lt=2+L
In5

dl (-1)In2=I2'In3=x=+\V1+In3

Calcula cudnto vale k en cada caso.

a) log,x — log,, X" =0

b) log, x* = log, x

a) log, x — log,, ¥ = 0= log, x = log,,, X =
= log, x = —log, ¥* = log, x = log, x * =
= k=-—1

]

b) log, ¥ = log, x = Iogzx*=logl\f;=:ok=5

Ejercicios de aplicacion

Indica cual de las siguientes opciones es mas conveniente,
I Que te cobren el precio de un articulo sin IVA.

I Que te cobren el precio del articulo més el 21 % de IVA
y que después te hagan un descuento del 21 %.

Razona la respuesta.

La segunda opcidn es la mejor, ya que:
p-1,21-0,79=0,9559p <p

donde p es el precio del articulo.

Un comerciante vende sus articulos en las rebajas de enero

al 80 % del precio que tenian en diciembre; en las rebajas

de febrero los vende al 70% del precio de las de enero.
Determina:

a) El precio de un jersey en diciembre y enero si en febrero
costaba 50 €.

b) El precio en diciembre y febrero de unos pantalones que
en enero costaban 50 €.

a) 89,29 € y 71,43 €, respectivamente.
b) 62,50 € y 35 €, respectivamente,

Tres operarios remodelan una cocina trabajando 8 h diarias
durante quince dias. ;En cuanto tiempo habrian remodela-
do la cocina 4 operarios trabajando 9 h diarias?

En 10 dias.

[l Al medir a un nifio de 90 cm de altura se obtuvieron 91 cm
y al medir un edificio de 30 m de altura se obtuvieron 31 m,
determina:

a) El error absoluto de las dos medidas.
b) El error relativo de las dos medidas,

¢) ;Cual te parece la medida mas precisa?
a) 1 cmy 1 m, respectivamente.

b) 1,11 % y 3,33 % respectivamente.

¢) La primera medida es mas precisa.

[ Laarista de un cubo mide 6 cm. ;Cuanto mide su diagonal?
D=V2-6"+6"=6Y3=1039cm

[ Calcula la longitud de la diagonal de una caja de dimensio-
nes 11 cm X 32 cm X 14 cm.

D=V11*+32° + 14 = 36,62 cm

@ La piramide de Keops tenia 230,35 m de lado y 146,6 m de
altura, cuando la construyeron en el 2400 a. C. estaba recu-
bierta de planchas de piedra pulida. ;Cudntos metros cua-
drados de piedra pulida necesitaron los constructores para
recubrirla?

Calculamos el drea de cuatro tridngulos isésceles de base
230,35 m y una altura de:

2
fi= \/146.6’ + (g) =18643m

Necesitaron entonces:

230,35- 18643
2

A=4 =85889,16 m’

@ Se quiere construir un recténgulo dureo. Sabiendo que
el lado menor mide 7 cm, jcuanto deberd medir el lado

mayor?
7-(1+V5s)

=1133¢
2 m

B Halla el srea de la zona sombreada si D = 2V/2 cm, y
expresa el resultado con cuatro cifras exactas.

El lado del cuadrado mide:
(2\/5)2=2a“=>2\/§:\/ia=>a=2cm

El area sombreada es:

A=x(V2)' - 22 = 2,283 cm?

1. NUmeros reales 6



El punto G es el baricentro del tridngulo isdsceles ABC,

AB = AC = 5 cm y BC = 3 cm. Sabiendo que G cumple
1
GM = -2—GA, calcula el drea del triangulo GBC y redondea

el resultado con un error menor gue una milésima.
A

B M C

1
La altura del tridangulo GBCes h = 25— %= % 91 cm.

1
3
Con este valor aproximado, el drea es: A = 3. 1_\,!91 =V
2 6 4
cm’, por lo que con un error menor que una milésima el
resultado no es Gnico: 2,384 cm® o 2,385 cm’ son resultados

Vo1

‘ —— —2,384
4

vélidos. En efecto: =0,000848...,
V91 _ 5 385| =0,000151...

El drea de un hexagono regular es de 9\/3 cm’. Halla la lon-
gitud del lado, expresando esta medida con un radical.

Sea [ el lado del hexdgono, entonces su apotema vale V3,
por lo que: 9V3=6l/2-V3/21= V6cm

@ NOomeros y Algebro

68

Aplicando las propiedades de los logaritmos, demuestra lo
siguiente.

a) log,x = —log,,, x
b) log; x = 2log, x

a) Sea log, x = y; entonces @’ = x.
Por otra parte, —log,,, x = log,, x.

5 b I
Sealog,, x ' =z entances (E) =xT"od=x

Por tanto, @ = d’, 0 lo que es igual y = z

log, x = —log,, x
logx  logx

loga” (1/2loga ~ loga

L logx

b) lOg\.-'; X= log,ux =

= 2log, x
Una poblacion sufre una fuerte emigracion y en 10 anos se ve
reducida a la cuarta parte. Su decrecimiento es exponencial,
del tipo P = P, - ¢ ™, donde k es la tasa de decrecimiento, y
t, el tiempo, medido en afios. Calcula la constante k.

In4
(1/4)=e "™ = k='11—0=0.138

El pH de una disolucion es el logaritmo decimal del inverso
de la concentracién de iones hidronio, [H;07], es decir,
pH = leg (1/[H,07]). El pH maximo es 14 y, evidentemente,
siempre es positivo. Una disolucién es acida si su pH es
menor que 7 y basica cuando es mayor que 7. ;Cuél es el
pH de una disclucién cuya concentracién de iones hidronio
es de 6 - 10 ° mol/L? ;Es dcida o basica?
Sustituyendo se obtiene:

pH =422
Es una disolucion acida.



Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Operaciones con fracciones algebraicas (pigina 42)

En el video se muestra cémo resolver la operacién con fracciones
algebraicas del ejercicio resuelto paso a paso.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para resolver este tipo de operaciones o para que los
alumnos repasen las operaciones con fracciones algebraicas.

Ecuaciones exponenciales (pagina 49)

En el video se muestra la resolucién de la ecuacién exponencial
2-3*"'=1-3"" aplicando un cambio de variable, indicado
los pasos a seguir y deshaciendo el cambio al final,

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para resolver este tipo de ecuaciones o para que los
alumnos repasen la resolucion de estas ecuaciones mas tarde.

Método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones
lineales (péagina 56)

En el video se muestra la resolucién del primer sistema de ecua-
ciones del ejercicio resuelto utilizando el método de Gauss para
hallar las soluciones. Puede utilizarse para mostrar en la pizarra
digital un ejemplo del método pasc a paso o para que los alum-
nos puedan repasar el procedimiento mas tarde,

Sistemas de inecuaciones lineales con dos incgnitas
(pdgina 62)

En el archivo de GeoGebra puede verse la resolucién gréfica del
ejercicio resuelto 9 en el que se representan dos inecuaciones li-
neales con dos incdgnitas. Moviendo los deslizadores y eligiendo
los signos de orden pueden verse las soluciones de otros siste-
mas del mismo tipo, asi el recurso puede utilizarse para compro-
bar las soluciones de otros ejercicios.

Actividades (paginas 37/57)

Realiza las siguientes divisiones,
a) (4x* — 12 + 7x—5) : (3x* — 6x)
b) (75 + 4x" — 3x° — 12x* + 5) : (x* + 2x)
33 4 8
a) c{x}—3x 3X "3
b) clx)=7x"+4x— 17, rlx) = —20x*+ 34x + 5

rx)=—-9x—5

Realiza las siguientes divisiones utilizando la regla de Ruffini.
a) (X -2 +3x—5):(x—2) ¢ (6x+2x—3);: (x—5)
b) (7 + 2% —5x+10) : (x +2)
a) c)=x"+3, rix)=1
b) clx) =7 —12x+ 19, rlx) = —28
) clx)=6x"+30x + 152, r{x) =757

1
Dados p(x) = x + 3 qgix)=x"+3"—3x+1,
y s(x) = 3x* — 5x — 2, calcula:

a) plx) + glx) — s(x) d) g(x) : s(x)
b) pl(x) - s(x) e) s(x) : plx)
¢} qix)-s{x) f) glx): px)

"“’{"““?‘-"l—sm=X+1§+x4+3x2—3x+1-3x‘+

+5x+2=x“+3x+%)-

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

bJpLﬂ-sb\’}=3x’—5x2w2x+xz—-5?x—%=

2

11
—3X;—4X1—'—§—J(—E

) qlx) - slx) = 3x° — 58" — 2%* + ox' — 158" — 6 — O +
+ 158 + 6x + 3¢ — 5x — 2 = 3% — 5x° + Ix* — 24x° +
+12° +x—2

d x'+ + 3
—x'+ 573 + 243

5¢/3 + 11%%/3 — 3x
—5x'/3 + 25x%9 + 10%/9

58/9 — 17%/9 +1
—58x%/9 + 290x/27 + 116/27

239x/27 +143/27

e)] 3x¥—5¢—2|x+1/73

- 3x 4+ 1 |3x2-5x-2
X3 + 5%/9 + 58/27

-3 — x Ix—6
—6x— 2
6x + 2
0

n X £ 3 —3x+1 |x+1/3
-x' = (138 X = (13 +
OB+ 38 —axiq 28/ - (10927)
(1730 + (1791
(28/9  —3x+1

—(28/9)x* —(28/27)x

—(109/27)x + 1
(109/27)x + 109/81

190/81

Factoriza los siguientes polinomios.

a) th) =2 +x—1

b) plx) = x* — 9 + 27x — 27

c) gl)=x*—x*—21x+45

d) s(x)=9x -9 —x+1

a) ) =2 +x—1=2x—1/2)(x+1)

b) plX)=x -9 +27%x— 27 = (x — 3°

€) gi)=x—x"—21x+45=(x—3)* (x + 5)

d) six) =9 -9 —x+1=90x—1){x+ 1/3)(x— 1/3)

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.

q,x’+3x*—13x—15 & 2(2¢ — 5x* + x + 2)
X+x'—9x—9 20+ X —8x—4
X —4x

" X +4x* + 4x

X+3-13x—-15 _ (x=3)x+1)x—5 _

al

X+ —9%-9  (x—3c+Nx+3)
_x+5

_x+3
b) L—4x xx+x—2) x-2
P+ai+ax xx+28  x+2

) 20 —5¢ +x+2) _ 2x—1) 26— 2x+1/2) _
ST -8x-4 | -2+ 12x+2)
C2x—1)

B b o |

2. Ecuaciones \ sislemas @



Dadas las fracciones algebraicas a(x) = Trdetd ix.g;l 37
b(x) = -—‘—5—, calcula al(x) + blx), alx)— b(x), alx)-b(x)
X¥+x—6
y alx) : b(x).
x-1 5
¥ AR = e T BN~
@@= Nxk=2+5k+1) 28+ 7
T 43—k +1) X+ -5x—6

Te~1_ 5 _
X+3+1 K+3Ix—2)

i alx) —blx)=

- Nxk-2-5x+1) 2 —10x—3
T x+3x—-A+1) X +22E-5%x—6
bix) = x—1 ) 5 _
VoAb = e ) G IR=2)
- (2x—1)-5 B 10x — 5
T +32 =2k +1) XF+5+X—21x-18
i alx):blx) = e )

X+ K+ -2)
_ -+ Ne—2 _wé-S5x+2
50+ 3)x+1) 5x+5
Resuelve las siguientes ecuaciones,
a) X+ 73 +13=0 o X¥—4x=0
b) X’ —9F +15x+25=0 d) X +4x=0
a) 7° — 4+ 1-13<0,la ecuacién no tiene solucidén.

b) Se descompone el polinomio y se obtiene:
x+Nx—5¢=0
Por lo que las soluciones sonx = —1yx = 5.

¢) Factorizando: x(x + 2)(x — 2) = 0, por lo que las solucio-
nessonx=0,x=2yx=—2

d) Factorizando: x(x* + 4) = 0, por lo que la solucién esx = 0,
Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) X —3x¥—-9x—5=0

b) ¥ —9x=0

¢ x*+4x*=0

d) X -3¢ -2x+6=0

a) Se descompone el polinomio: (x + 1) {(x = 5) = 0, por lo
que las soluciones sonx = —1yx = 5.

b) Factorizandoe: x(x + 3)(x — 3} = 0, por lo que las soluciones
sonx=0x=—-3yx=3

¢) Factorizando: x*(x* + 4) = 0, por lo que la solucién esx = 0.
d) Se descompone el polinomio: (x — 3](:( + ’\/E)(x = \.@ =0,
por lo que las soluciones son x = 3, x = -2 yx = V2.
Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) X' —5¢+4=0
b) 9x"—6x'+1=0
¢ x*+5¢+20=0

5%3 .
a) = ~—2—-—=:url = 40 = 1, por lo que las soluciones son:

x=-2x=2,x=—-1x=1

6 1 1
b) ¥ = — = —, por lo que las soluciones son: x = —_ | —,
) 18 3rPorod 3
1
X = —
3

¢) 5° —4-1-20<0, por lo que no tiene solucién.

@ Nomeros y Algebro

Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

d“_s__g o SXH1_x41 x
x -4 x+2 x-2

2 4 4x 4 25
bjx+1_x2—1 e T

a) Se reduce a comin denominador y se obtiene:
¥ — 5x + 6 = 0,y sus soluciones son x = 2y x = 3.

b) Se reduce a comun denominador y se obtiene:
2x(x — 1) = 4= 2x" — 2x — 4 = 0 y se obtiene para x dos
valores, 2y —1.
x = —1 anula el denominador de la ecuacién racional, por
lo que la solucién es x = 2.

¢) Se reduce a comiin denominador, se ordenan los términos:
2x* — 5x — 3 = 0 y se obtiene para x dos valores, 3y —1/2.
Ambas soluciones son validas.

d) Se reduce a comin denominador y se obtiene:
4x — 4x + 4 = 25 que es una igualdad imposible. Por tanto,
la ecuacién no tiene solucién.

Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales.

ﬂ}3+\f2x—+3_=2x de—‘[=\fm
b}\?gx——ﬁ=\f2_x e) V2x—3+1=x

o Vx+6+Vx=6 f Vaix—2+Vx—1=3
a) Vx+3=2-3

Elevando al cuadrado y reagrupando términos, se obtiene
2x* — 7x + 3 = 0, cuyas soluciones sonx = 3y x = 1/2.Solo
es vdlida la solucién x = 3.
b) Se reduce a comtin indice y se cbtiene:
(Ox—8 =8 =8 —81x¥+144x — 64 =0
Se factoriza la ecuacion y se obtienen las soluciones x = 8

17+V33 gor EE s
y x = ———— . Para la ecuacidn irracional inicial solo son
o . 17+ V33
validas las soluciones x = 8y x = T

¢) Separamos los radicales, y elevando al cuadrado y reagru-
pando términos se obtiene:
25
12Vx = 3o=>\/'=%=>x=~4—
d) Elevando al cuadrado se obtiene:

X—2+1=x=25=x=13

e) V2x—3=x—1
Elevando al cuadrado y reagrupando términos, se obtiene
X — 4x + 4 = 0, cuya solucién es x = 2,

f) Separamos los radicales, y elevando al cuadrado y reagru-
pando términos se obtiene: x — 5= 3Vx — 1.
Volvemos a elevar al cuadrado y se obtiene la ecuacién
X' — 19x + 34 = 0, cuyas soluciones sonx = 17y x = 2.
Solo verifica la ecuacién irracional inicial x = 2.

Resuelve estas ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

3F+37%=2

Hacemos 3" = @, y nos queda:

a+%:2=aa—2a+l=0=>a=1=>3’=1=:-x=0

10" +10* "+ 3-10*"*=11300

Hacemos 10" = g, y nos queda:
a 3a a
+—+=——=11300= +10+3)—=113
2+ 5+ 700 (100 + 10 + 3) 100 00

=a=10"=10"=10"=x=4



1=2(1-e™)

1 1
—=1—-e" A=—ax=In2
2 =g

HInpx+1)—Inx=1
Aplicando las propiedades de los logaritmos:
x+1

=e=mx+l—ex=0=x(l —e)=-1=x=

e—=1
[ log(x+3)—log(x+1)=1-log5
Aplicando las propiedades de los logaritmos:
x+3
x+1
log 29" + log x'*?2 = |og x*
Aplicando las propiedades de los logaritmos:

=2=x=1

logx-log2 +1log2-logx = x-logx

Silogx = Oentoncesx = 1.
log2+log2=x=x=2log2=log4

[B Resuelve las siguientes inecuaciones.
a)Ix+1=7 € —X¥-x+6=0
b) ¥ +9<0 d) x'+2¢-2x—1>0
a) 3x=6 = x = 2 = El intervalo solucidn es (—es, 2].
b) ¥ = —9 es imposible,

¢) La gréfica de la pardbola y = —x* — x + 6 corta el eje de
abscisas en x = —3 y x = 2, y es convexa, por lo que el
intervalo solucion es [—3, 2.

d) Factorizamos el polinomio y elaboramos una tabla de signos:

x+1Px-1>0

—eo =1 1 +oo
X~ - :I - -+
x+1 =

- - +

El conjunto solucién es (—eos, —1) U (1, +ea).

[ Resuelve las siguientes inecuaciones.

¥ —16 X+x—6
— =0
a) x+5 e Z x—9
X+5 xX+5
b =0 d =
Jx’—g JIﬁ—x’ 0

a) Factorizamos el numerador de la fraccién y elaboramos
una tabla de signos:

—ce 8 —4 4 +00
x+4 — ! . + } +
-4 = = = |4
r+5 = [N

- |+ | -1 +

El conjunto solucién es (=5, —=4) U (4, +ea).

b) Factorizamos el denominador de la fraccién y elaboramos
una tabla de signos:

T 3 -
X+5 = e D S e
x+3 G + +
Xx—3 — — - i+

- 3 - |+

El conjunto solucién es (—es, —5] U (-3, 3).

¢} Factorizamos el numerador de la fraccion y elaboramos
una tabla de signos:

—e -3 2 9 te
3 — L+ | 1y
¥=2 = + +
x—9 - E - i e

- L+ [ -+

El conjunto solucidn es (—=s, —3] U [2, 9).

d) Factorizamos el denominador de la fraccion y elaboramos
una tabla de signos:

—o0 el —4 4 +oo
x+5 - R
a—x g L e | -
4+x == ,: - + 5 -+

5 - [ -

El conjunto solucién es (—es, —5] U (—4, 4),

Resuelve los siguientes sistemas.

a) | 2x+2y+z=4 ¢ | x-5+ z=-2
x+3y+z=0 x—4z=3
5x+ y+z=12 2x—5y—3z=1

b) [x—2y+ z=1
2y+2z=0
X—4y— z=3

X+3y+z=0 ={x+2y+z=4
5x+ y+z=12 S5x+ y+z=12

x+ 3y+z= 0 X+3y+z=0
=

a}[2x+2y+z=4 [ x+3y+z=0

—dy— z= 4 = —4dy—z=4
— 14y —4z=12 y=-4
= y=—2,z2=4,x=2

b}{x—2y+ z=1 [x—2y+ Za=

y+22=0 = 2y+2z=0
Xx—4y— z=3 —2y—2z=12
Xx—2y+z=1
=y 2y + 2z =0 = Sistema incompatible.
0=2 No tiene solucion,
o[ x—5+ z=-2 x—5y+z=-2
x—4z=3 ={x—4z=3
2x—5y—3z=1 X—4z=3
x=5y+z= -2
= =
x=4z+3

= Sistema compatible indeterminado.x =4z + 3,y =z -+ 1

Bl Resuelve los siguientes sistemas.
al [x-y=4 b) (4" =2
xy'=16 Inx+1=Iny

4 g g i
a) x = —, sustituimos en la sequnda ecuacién y se obtiene:
y

ley=16=y=1,x=4
b) La primera ecuacion se puede escribir como:
M=V u+2=y
de la segunda ecuacién se deduce que y = xe, por lo que
tenemos:
2e
e—2

2
2x+2:xe=>2=xﬁte—2}=ox=e

_2'}’:

2. Ecuaciones y sislemas @



Ejerciciosy proble

mas (paginas 63/68)

Polinomios y operaciones con polinomios

Dados p(x) = 4x’ — 2¢ + 5x — 9y g(x) = 7x* + 11x— 5, halla:
a) 3p(x) — 2q(x)

pW)
qlx)

a) 12x°—20x* = 7x— 17
4 58
7

b)

b) clxl=—h’—ﬁ

1023 731
= N —

49 49

r(x)

Calcula.

a) (3x— 4y

b) (¢ — 3x + 1)}

o (3% — 7x + 2)(—x — 2)x*
d) (2x - 3P

e) (6 — 5x)(* + 5x)

f) ¢ =27 - 5)0¢ —x)

a) 3x— 47 =9 —24x+ 16

B) (@ =3+ 1P ==+ N =3x+1)=
=x'—6c + 11X —6x+1

€ 3¢ =Tx+2)(—x— 2 =-3"— 6+ Ix'+12¢ — 4
d) (2x—3)* = 8¢ — 36x° + 54x — 27

e) (¢ —5x)0¢ + 5x) = x* — 254

f (-2 -5 —x)=x"—2¢—x"—3x - 5x

Calcula el cociente y el resto de las siguientes divisiones.
a) 0 — 3+ 56 —5¢—3): b —x+3)

b) (2 — 5¢ + x" + 5" + 5x): (6* = 1)

¢) (12x* — 15x* — 32¢ + 41x + 6) : (4" — 5x)
alecx)=x —2¢+1x)=x—6

b)e) =2¢ —5x+ 1;rx) =7 + 1

¢ c)=3¢—-8rix)=x+6

Dados dos polinomios, P(x) de grado 5 y Q(x) de grado 3:
a) ;Cuél sera el grado de P(x) - Q(x)?

b) ;Cual sera el grado de P(x) : Q(x)?

¢) ;Cual sera, como maximo, el grado del resto de la divi-
sion P(x) entre Q(x)?

a) El grado de P(x) - Q(x) serd la suma de los grados de P(x)
y Qlx), es decir, 8.

b) El grado de P(x) : Q(x) sera la resta de los grados de P(x)
y Q(x), es decir, 2.

¢) El grado del resto ha de ser como méximo un grado menos
que el grado del divisor, en nuestro caso, 2.

Determina el valor de a y b para que sea exacta la divisién
(3x* — 8 — 5x* + ax + b) 1 6¢ — 3x).

Se realiza la divisién y se obtiene de resto (a — 6)x + b. Para
que la divisién sea exacta, se debe cumplirquea=6y b=0.

@ NOomeros y Algebra

Calcula el cociente y el resto de:

a) (7xX — 5 +3x—7): (x+ 2)

b) (ax* =3¢ + ¢ — ) : (x — 2)

¢ (X —16):(x +2)

a) clx) = 7% — 19x + 41; r(x) = —89

b) clx) = 4] + 5% + 12x + 23;r(x) = 46
¢ c)=x—2X +4x—8;rix) =0

Factorizacion de polinomios y teorema del resto

Dados los polinomios p(x) = x* — 5x* + 7x =3
yglx) = x* —9* + 23x — 15:

a) Calcula las raices de p(x) y de g(x).
b) Descompon factorialmente los dos polinamios.

¢) Calcula el m.c.d. y el m.c.m. de pix} y g(x) ayudéndote de
sus descomposiciones factoriales.

a) Las raices de plx) son x = 1, doble y x = 3.
Lasraicesde g{x) sonx=5x=3yx=1.
b) plx) = (x = 3)x—1)*
gl = (x—=3)x = Nlx =35
¢) med.=(x—3)x—1)=x*—4x+3
m.em.= (x—3)x— 1 x—5=x"—10x>+ 32x* —38x + 15
Utiliza el teorema del resto para determinar el resto de la

division del polinomio P(x) = x* — 7x’ + 12x — 6 entre (x — 2)
y entre (x + 3).

al PR)=2"-7-22+12-2-6=-22

b) P(—-3)=(-3)" -7 (=3P +12:(-3)-6=228

Calcula el valor de m para que el polinomio:

plx)=x+mxe+3Bm+1)x—2

sea divisible por el binomio x + 2,

Calculando p(—2) e igualando a 0 se obtiene m = —6.

Si la division del polinomio p(x) entre (x + 2) es exacta,

(qué puedes afirmar de p(—2)7 ;Y de p(2)?

p(—2) =0y p{2) no se puede conocer.

Determina en cada caso el valor de k, para que las siguien-

tes divisiones sean exactas:

a (=X 43—k +x-5:x—1)

b) 6€ +3° +2¢ + kx—5):lx + 1)

- +20+8F —x—K):lx+2)

a) Sustituyendo x por 1 e igualando a cero, se obtiene:
k+1=0=k=-1

b) Sustituyendo x por —1 e igualando a cero, se obtiene:
k+7=0=k=-7

¢) Sustituyendo x por —2 e igualando a cero, se obtiene:
k+126=0=k=-126

Si dado el polinomio g(x) se verifica que g(—7) = 10, jcual

serd el resto de la division de g(x) : (x + 7)?

Por el teorema del resto, sera 10.

Calcula el valor de m para que el resto de la division de
(x* — 7¢ + mx* — 5x + 2) entre (x — 2) sea 7.

Sustituimos x por 2 e igualamos a 7.

5
Se obtiene —48 +4dm=7=m= -IS



Sin efectuar divisiones, contesta razonadamente las si-
guientes preguntas.

a) ;Es divisible (x’ — 64) por (x — 4)7 ;Y por (x + 4)?

b) ;Es divisor (x + 3) de (x* — 81)7 ;Y de (x* + 81)2

c) ;Es el polinomio p(x) = 2’ — 2x — 6x* + 6 muiltiplo del
binomio g(x) =x — 47

a) Por (x — 4) si, ya que p(4) = 4 — 64 =0,
Por (x + 4) no, ya que p(—4) = (—4)*—64 + 0.

b) (x + 3) es divisor de x' — 81, ya que (—3)' — 81 =0.
En cambio no es divisor de x* + 81, ya que: (—3)" + 81 # 0.

¢) Determinaremos si p(x) es divisible por g(x), calculando el
valor:pd)=2-4"—2-4—-6-4+6=128—8-96+6+0.
No es divisible, luego p(x) no es multiplo de g(x).

Halla el polinomio de sequndo grado que satisfaga las si-

guientes condiciones:

a) Que el coeficiente de segundo grado sea —2.

b) Que sea divisible por x — 3.

¢) Que al dividirlo por x + 2, el resto de la divisién sea —10.

Primera condicion

plx)=—2*+bx+c

Segunda condicidn

p(3)=0=18+3b+c

Tercera condicion

p(—2)=—-10=-8-2b+c

Resolviendo el sistema se obtieneb=4yc=6:

pitl=—2+4x+6

Dado el polinomio p(x) =x* —ax’ + 7x + b, calculaa y b
sabiendo que p(x) es divisible por (x — 5) y que el resto de
dividir p(x) por (x — 2) es 9.

Imponiendo p(5) =0y p(2) = 9 obtenemosa =7y b=15.

Dado el polinomio P{x) = 3x* — 5x° + 4% — ax + b, determi-
na el valor de a y b sabiendo que al dividirlo por (x — 1) la di-
vision es exacta, y que al dividirlo por (x + 2) el resto es 101.
Al sustituir x por 1 e igualar a cero, se obtiene2 —a+b=0.
Si se sustituye x par —2 y se iguala a 101, se obtiene
48+ 40+ 16+ 2a+ b=101.

Al resolver el sistema, se abtienen los valores pedidos:

{—a+b=—2

ey S =a=-1/3,b=-7/3

Calcula ay b para que p(x) = 2x* + ax’ + bx* — 4x sea divi-

sible por (x + 4) y al dividirlo por (x + 1) el resto sea —6.

Al sustituir x por —4 e igualar a cero, se obtiene:
512—64a+16b+16=0

A continuacién se sustituye x por —1 y se iguala a 6, con lo

que tenemos la ecuacion2 —a+ b+ 4= —6.

Se resuelve el sistema y se obtienen los valores pedidos:

{—640 +16b = —528

—atheyy D= To=—5

Siendo p(x) = x° + ax® + 2¢ —x* + bx — 2, calculaay b para
que sea multiplo de (x — 1) y (x + 2).

Se sustituye x por 1y se iguala a cero, se obtiene entonces
1+a+2—1+b—2=0.A continuacion, se sustituye x por —2
y se vuelve igualar a cero, —32 + 16a— 16 —4—-2b—2=0.

Se resuelve el sistema, obteniendo los valores de a y b:

{ a+b=0

{6a—2b=54 =9=%b=—3

Escribe tres polinomios de tercer grado que tengan por
raices:

al2,—-2y7

b) 2y -1

¢) Unicamente 3

a) alx—2)(x + 2)(x —7)

b) alx—2)- (x+1) oalx — 2)(x + 1)’

¢ alx—3)

Escribe un polinomio de grado 4 que no tenga ninguna raiz
real.

(¢ +a)- (¢ + b),donde a>0y b>0

Calcula el m.c.d. y el m.c.m. de los siguientes polinomios.

I pl)=(x+1)*(x—2)-(+2x—3)

B oql=0F—1)-(x—4)

B osb)=("+6x+9) (—3x+2)

med. = (x = 2)(x—1)

m.em. = (c + 1% — 200 + 2)00 — 1){x + 3)*

Descompén factorialmente los siguientes polinomios y halla

sus raices,

a)x'—9

b) X -4 +x+6

X +3%—-9x+5

d) 3 —9*—3x+9

a) x' — 9= + 3)(x + V/3)(x — V/3), sus raices son x=13y
-

b) ¥ —4x' +x+6=(x— 2){x— 3)(x + 1), sus raices son x =2,
x=3yx=-1

¢) x* + 3%’ — 9x + 5= (x + 5)(x — 1), sus raices son x=—5y
x=1 (doble)

d) 3x° — 9 — 3x + 9= 3(x — 1)(x + 1)(x — 3) sus raices son
x=1x=—-1yx=3

Extrae factor comun y utiliza las identidades notables para
factorizar cada uno de los siguientes polinomias, y di cuales
0N sus raices,

a) X + 6x* + 9x d) 2" + 8¢
b) 5x" — 20x e) 6x° — 54x
¢) X —4ax fJ{~+xz+x

a) X’ +6x° +9x=x" + 6x* + 9x = x{x + 3), raices: 0 y—3
(doble)

b) 5x" — 20x = 5x(x’ — 4), sus raices son: 0 y Va

¢) X = dx = x(x— 2)(x + 2), sus raices son: 0, 2y —2

d) 2x* + 8¢ = 2x'(x* + 4), sus raices son: 0 (doble)

e) 6x° — 54x = 6x(x — 3)(x + 3), sus raices son: 0,3y —3

x 1
f i X x= I{x + 2)%, sus raices son: —2 (doble) y 0

Factoriza.

a) X — ' — 3% — 8x* + 16x + 24
b) 4x° + 14x* + 6x

¢) 3% — 6x* — 45x

al - -3¢ -8l +16x+24=
=(x+1Nx—2x—3)63+2x+4)

b) 4¢ +14x° + 6x = (2% + 1)(x + 3)
€) 3% —6x° — 45x = 3x(x + 3)(x — 5)

2. Ecuaciones y sistemas e



Determina las raices de cada uno de los siguientes poli-
nomios.

a) x* — 7x* — 6x
b)x +3x"—x—3

¢) 3x* — 55 — 28%
a0, -1,-23
8] 1,—1,—3

¢) 0 (doble), 4, —7/3
Si un polinomio, P(x), tiene como raices x = —2y x = 4, jpue-
de ser el grado de P(x) mayor que dos?
Si, si alguna de las raices no es simple.
Calcula un polinomio que tiene por cuadrado
X +ad -2 — 12+ 9.
Descomponiendo el polinomio obtenemos:
plx) = (x+ 3){x — 1)?
Aplicando la raiz cuadrada encontramaos el polinomio buscado:
(x+3)x—1)=x+2x—3
Averigua el m.c.m. y el m.c.d. de los siguientes polinomios.
a) Ax) =2x' + X — X yBlx) =% — x
b) Alx) = x* + 2¢ + 1,B(x) = + 2 + xy
Cx)=x—-2x"+2F -4 +x— 2
¢ A =x"+x—x—1yBlx)=2¢ - 32+ 1
a) m.c.m. (Ab), BU)) = (x + 10— 1)(2x — 1)x%
m.cd. (Alx), B(x)) = (x + 1)x

b) m.c.m. (A(x), B(X), C)) = x x = 2)6¢ +1)5
m.c.d. (A(x), B(x), Clx) = ( +1)?

¢) m.cm. (A0, B)) = 07 +x + 1)0c+ 1)0e— 1) (@2x + 1);
m.cd. (Alx}, B(x)) = (x— 1)

Fracciones algebraicas

x—2
¥ +1

tenga en el numerador un polinomio de grado 3.

H] Dada la fraccién determina una equivalente que

Basta con multiplicar numerador y denominador por el mismo
polinomio de grado 2.

Hl Determina, en cada caso, g(x) de modo que estas fracciones
sean equivalentes.

2x—-5 _ qlx) x+3 X -9
0 Bx 9 e
IX+1 IP+x ¥—4x x—4
™ ) ™
a) 6x— 15 c) 2%* — 6x
b) ¢ d) X

Efl Extrae factor comun y simplifica cada una de las siguientes
fracciones.
3x! + 3xy
2y + 2¢°
22— 8
b S ——— i
/ 2 —8x + 8
g X
¢ — 2y
3x
a) 2y
X+2
X==

xty
c}l

a)

b)

@ NOmeros y Algebra

0

Calcula la fraccién irreducible equivalente a las siguientes

fracciones.

a) ———-—XI .
X4+ ¢ —3x
7x(x+ 2)

b) X —Aax

6x* — 30x + 36

3K —9x+6
x+1

x4+ 3x

7
x—2
2(x—3)

r=1

c)

a)

b)
)

Averigua si existe un polinomio p(x) que verifique la si-
guiente igualdad:
X+ ax—5 _ plx
¥=-1  x+1
plx)=x+5

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.
X2+

T
X — 64
b6
d 2+ +2¢ — 10x+ 5
27+ 3 —dx' —4x+3
X +4x+
it 2
2 +30°—x—3
+
a) x+1
x—1
X +4x+16
b) =
et + 2 + 3+ 5x—5
CJ 3 2
20+ 56 +x—3
1
@ x—1
Efectia, simplificando al méximo, las siguientes operacio-
nes con fracciones algebraicas.
a) x 2x 7
x+1 x(x+1) x+1
b) ¥-9 x-1
x+1 x+3
x'—16 4x +16
c i

3x—15" x -9
x+1\2
d,
’(x—s)
3x (x+1 2x+5
e) o
x—2\x—1 X
x—2 x—1 Ix+3
+ -
2x X 3x
X—-5 x+1
" x
10
h) = !
3¢ +6x  4x + Bx
3 S5x + 1 2x
== +
x+1 x—1 -1
x=1 2x -3 4x
+ -
x+3 x—-1 X +2x—3

f)

gl

i)

i



5 7x
k2 P+22e+1 x+1

+5 x—3
iy X2 800 A
x+2 x+2) x+2

o (222
x—2 x+2 X
2x 2
x—1x X+1

6

1
yS
x’—8x+16_x—4
X¥+5x+6 x+2
X —49 3x
2x X +2x-35
él 21x — 23

3x+ 1)
B) (x—3)x—1)
x' =134+ 36
12x — 60
¥+ 2%+ 1
dez—ﬁx+9
—3x* —6x + 15
x—1x—2)
Sx—2

2x
X —6x—1
=

n)

n)

o)

p)

c)

el

f

gl

37
128 + 24x
-5 —x—4

=1
3¢ +3x—14

X+2x-3
—5¢ —3x—3
X+ 2+ 1
2%+ 19
4x + 8
m) 8
'+ 2
X =1
A} —6(x + 1)
x—4
X+ 3
3 — 214
2x-10
Calcula a y b para que se cumpla que:

3x+2 a b

h)

i)

i

k)

i

n)

o)

p

- Nx+2) x=1 x+2
3x+2=alx+2)+blx—1)
Six=1=5=a'3=a=5/3
Six=2=—-4=5H-(-3)=b=4/3

Calcula g, b y ¢, sabiendo que:
-2¢—16x+2  a . b .
(x—1)x+2)(x—5) x—-1 x+2 x—5
oty B 3

3’ 21 7

Determina A, By C para que se cumpla que:
3 +5 A 5 B i C
A’ +16x7 +21x+9 x+1 2x+3  (2x+3)°
29 47
A=8B=-"yC=——
2 ye 2

Ecuaciones polindmicas

Resuelve las siguientes ecuaciones,

a) ¥ —5x+4=0 d) X —~16=0

b) ¥ —3x—4=0 e) 2 +10x+8=0
¢) ¥ —6x—16=0 f) X—x—-6=0

al x,=1,x=4 dlx,=4,x=—4
b) x,=4,x,=-1 e) x,=—4,x,=—1
c) ,=8,x,=—2 f) x,=3,%,==-2

;Qué valor debe tener c en la ecuacién x> — 5x + c = 0 para
que esta no tenga soluciones reales?

Imponiendo que el discriminante sea negativo A < 0;
A=25-4c<0= —4c<—-25=4c>25=c>25/4. Enel
intervalo (25/4, +=) la ecuacién no tendra solucién real,
Resuelve las siguientes ecuacicnes bicuadradas.

a) X*+3x%—-4=0 ¢ X*+5°+4=0

b) X" —5¢+4=0 d) X'~ 10 +9=0

a) x==*1 ¢) No tiene soluciones reales.
b) x=x1,x=2x2 d) x=*1,x=23
Halla las soluciones de las siguientes ecuaciones.

a) 3’ +12xX* +3x—18=0
b) X +x*—16x+20=0

c) X'—x 24 +4x+80=0
d) 27 —24x+32=0

e) X+ +15x+7=0

f) 2 -5 —4x+3=0

g) 6x° +25x° —24x+5=0
a) x=1,x=—2,x=-3

b) x=-5x=2
€) x=2,x=—-2,x=—4,x=5
d) x=2.x=-—4

el x==7x=-1
f)l x=—1,x=3,x=1/2
glx=-5x=1/3,x=1/2

Ecuaciones racionales

Resuelve las siguientes ecuaciones.
an’—%=—1z

4 1
=1 %k 0

1 & 1 - 1
x+3 x-9 x-3
3Ix—3 X¥+2 Ix+1
=1 T x+1 #-1
a)x==*2
b) x=-3
<) No tiene solucién.
d) x=-3,x=2

b)

c)

d)

2. Ecuaciones y sistemas @



Ecuaciones con valor absoluto

Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) [x* +7x— 8| =10

x+1

x—2

o |x*+2|=4

b) =6

-7+Va1 _-7-Va

2 4 2

a) ;= —9,%=2,x, =

13 11

— =

bl % =3 7
c) Xy :\/i-xzz _ﬁ

Ecuaciones irracionales

Resuelve estas ecuaciones.

a) x=1+Vx*+25
b) V2x+5+3=3x

a) No tiene solucién.

2

c) ‘\/;+%=

b) x = 2. No es solucién x = 2/9.
¢) x=4.Noessoluciénx= —1.
d) x=25/4

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 27*=10"""
b) 3 ' +9" 7" =162

o V2Vave=va
d) 3% =12
e) ¥ +3F+3 ' =117

1
R S TS

14}"—1 11:
g}(;) —7(5) +3=0

3
h12‘4141+2:+1=_l;

i) ¥ =2.5%
ﬂ) z—lx: 10:--1

No se puede expresar la ecuacion en funcidn de una lnica

potencia, por lo que se toman logaritmos decimales:
—2xlog2=x+1=x(-2log2—1)=1
1
—2 log2+1
b) ¥ +97 ' =162

= X=

Se expresa la ecuacion en funcién de 3, y se obtiene una

ecuacién de segundo grado con una incégnita:
31.!
3-3‘+?=162=27'3’+3"=1458

= 3% +27-3"—1458=0

De esta ecuacion se deduce que 3" = 27, por lo que x = 3.

o V2V Ve = V5
Expresando los dos miembros bajo una dnica raiz:
/2 g g = YOIRREN W:W
Igualando los exponentes:
Mx _2x+7
8 4

=x=2

@ Numeros y Algebra

x+1

d) \Vx+6+Vx=6

d) 3* =12

Tomando logaritmos:
log 12
2log3

Mlogi=log12=x=

e} 3:+1+31+3x—1=-|-|7

3
—+3+3:3=117
3
1
=>3'(§+1 +3)=11?=3‘=27:ox=3

f)l 04=

1+e™

Se despeja e "y se aplican logaritmos:

2
04+04e =1 =:-e"=i=>x= In (—)

2 3
1-Ih-l Tl}r
g}(;) —7{5) +3=0

1 FL
Sea (E) = t. Sustituyendo se tiene:
20— 7t+3=0

.
con lo que las soluciones para t son 3 y 7

2
Si (%) = 3, tomando logaritmos:

In3
2+In2

1
2x|n(-2-)=ln3=:»—2xln2=ln3=:-x=—

Si (1—)1' = -1- tenemos:
2 2' '

3 3

_4;r+l+2x-r2=_ 221+1+2x+21_

h) 2 7= 2
Llamando 2" = y, tenemos:

g 3 5 3
8y +4y=3=>16y +8y—3=0=2y= %

ey=l

4

Solo es valida la solucién positiva, por lo que x = —2.
) 3 'm2-8*

Tomando logaritmos neperianos, tenemos:

x+1n3=IN2+2xIn5=xIn3-2xIn5=

=n2-In3=x(n3-2In5)=In2-In3

In2—1In3

¥ h3-2in5

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log, 4% =4
b) In(x+2)loge=1
¢) loge™ +Inx" =1
d) x' 79" =10x
e) log,,,25=2
f) log Vx+1—log Vx=1log 1000
g) 2x-Inx—3x=0
a) log, 4> =4
Aplicando la definicion de logaritmo:
Bt=4*
Ahora se expresan las potencias con la misma base:
2P=2"=x=3



b)In(x+2)-loge=1 Resuelve estas inecuaciones racionales,
En primer lugar, se deben expresar los logaritmos en la

- X
misma base, a) _x 3 =0
Sillamamos y = log e, podemos escribir: 107 =e N ——
Tomando logaritmos neperianos en esta Gltima igualdad b) —FE 0
se tiene que:
1 . 2l +5x—2 <0
yin10—1=>y—| B =loge v-9

Se sustituye y se obtiene: a) (—2,1]
e 1, es decir: b= =523

In 10 ¢ (—3,-2)U(1/3,3)

In (x +2) = In 10, de lo gue se deduce que x = 8. 51
o) loge™ +Inx™*=1
Aplicamos propiedades de los logaritmos:

Resuelve las siguientes inecuaciones.
a) 3x—2y+4<0

b)4x+y—2=0
Inxloge+logelnx=1 o Tx=3y+1
2logelnx=1 d) 2x + 3y =5
Como loge = In110' sustituimos y se obtiene: a) [ 7 17
In 10 S 1
Inx= =>x=\/-1_6 N T = 4=
2 =0 sk hate ZJ -
d) x' 79 =10x A 4
Aplicamos logaritmos y se obtiene: 1 P P G 1 IE ; i NERY
(1+logx)logx=1+logx=slogx=1=x=10 JERE [T
e) log,.,25=2 _; S LLt
Aplicamos la definicién de logaritmo y se obtiene: 5! 4
(x+1P=25=x=4 ——— !
f) logVx+1—log \/_=!og 1000 b) : !"
Aplicando las propiedades de los logaritmos: A +ly 32 =0 ¢
lo 91ﬁ——tog1000=> ! 1000 [ {1 2
' 1\ i
L 10h st 1 = 1Pt =g 48| 46— |2 o\l 234567 8x
a* -1 \
g) 2xInx—3x=0=x(2Inx—3)=0 ! .,l.
Observa que x no puede ser cerg, porque In 0 no existe. il T i \ :
Por tanto: K t
2Inx=3= Inx=-:1:axze3”——-'\/?
> - T i
Inecuaciones 3 b -gy-1=10
Resuelve las siguientes inecuaciones. ‘,: A
a)2+x—x¥>0 il S
b) tx+7}{x—5150 R i A o 3 i | ti_“ 2 3 4 6 B X
¥=3q T
xX+x i
d x+1 =0 I % B v R T
dlxX+1=0
e] X +33+x-3<0 d) | 2 !
f) ¥ —6x+8>0 L [2+8yEsl=01 |3
g) X —3¢-x+3=0 ke ‘\‘i
a) (-1,2) N
b) (=, =71 U (2,5] | | -8 -46|-4|-2]0 :_L i T i s.}'?
¢) (—1,0) | B .
d) [-1, +=) HiEN : e “\1\
e) (—1,1) U (3, +«) g L4 et
f) (—w=,2) U (4, +=) = |

g) (—=,—-1]UN,3]

2. Ecuaciones y sistemos @



Sistemas de ecuaciones

A Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, in-
dicando si son incompatibles o compatibles y, en este caso,
si son determinados o indeterminados.

o 2 y+1
a) (3x—2y=-5 f) -_;—"T=1
L= ax—7y=5
( +
b) [2x—y=5 g |-tx+ 3+ L= -
4dx—2y=10 -
y x+_51=x+12+5y
| 2 3 3
o [ x+3=y h) [2x—T7y=—-22
2x=y—2 | x+y=5/2
d [1+x=y i) [(3/2)x+y)=2+4y
2x—2y=-—2 |3(x+2)—5y=11
e) [x+3y=12 ) [20x+2)=24—(3x+y)
=y = _, [12-3(x+y)=0
2 3

a) Compatible determinado:x =3,y =7
b) Incompatible

¢) Compatible determinado:x =1,y =4
d) Compatible indeterminado:x =y — 1
e) Compatible indeterminado: x = 12 — 3y
f} Compatible determinado:x=3,y=1
—8+y

3

g) Compatible indeterminado: x =

k) Compatible determinado: x = —%, y=73
i) Incompatible
j) Compatible determinado:x = 4,y =0

Utilizando el método de Gauss, resuelve los siguientes sis-
temas de ecuaciones lineales,

a) |2x+3y—z=2 e) [3x+y —2z= -1
x—y+ z=5 3x—2y=0
xty—3z=-—1 -y+£=3

L 2

b)[ 2x+3y+z=4 [ x+ty—62z=2
—2+3y—z=4 —x+y=-1/4
—2x+2y+2z=8 | 2x+y—5z=0

g) |x+2y—3z=-6
2x=y)+3ly—2z)=7

¢ |2x+3y—z=12
x—yt2z=-4

3x+2y+z=8 x+y—2z=10
d) [2x—3y+ 4z=3 h) x+y=5lx+”
x—2y+z=0 6
I -+
y—2z 1 2y_z=5x ¥
2
x—6=z+1

alx=3,y=-12z=1

b) x=—8/9,y=4/3,z=16/9

¢) Compatible indeterminado:x = —z y=4 +z
dlx=1Ly=1z=1
e)x=22/3,y=11,z=28

f) x=—39/32,y = —47/32,z= —25/32

g) Incompatible

h)x=11/5y=7/15z= —24/5

@ Nomeros y Algebra

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales.

d}[xy+f+y1=7 CJ{\r‘xz+1—y=2
xy=2 K—yr=1
b) [log (x+1)—logy=1 d)f, _q_Iny
x—2y=3 In3
y=3"-2

a) [xy+x+y'=7
xy=2
despejando x en la segunda ecuacién y sustituyendo en la
primera, tenemos:

4
24X +==T=220+x +4=7¢=2x"—5¢+4=0

XZ
Resolviendo la ecuacién bicuadrada obtenida, se obtiene:
x=1Ly=x=—1y=-2x=2,y=1ix=-2,y=—1

x+1
b}[(og{x+1}—logy=1 log——=1
= ¥

x—2y=3 x—2y=3
x+1
=10
=1 ¥ =x=4,y=1/2
x—2y=3
c) {sz-l- —y=2=é{\1xz+ =2+y
X —y=1 X—y'=1
X+1=4+dy+y [FP—y=ay+3
:"{f—f=1 =’[x=-y=1

= Ay +3=1=y=—12,x=+V52

|
d) x:'l——r%’- [xln3=ln3—|n}r

In
y=3-2 y=3-2
In3*=In— 3"=i 3
= =h ¥ =y=—=2
y=3’-—-2 y=3'—2 y

Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se obtiene
y=1 e y=—3. Esta Gltima solucién no tiene sentido,
puesto que no existen logaritmos de ndmeros
negativos. La soluciénes:x=1,y=1.

Sistemas de inecuaciones

B Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones.

a) 3x-1<-3_x
—(x+6)=8x—1
1+x
=x+1
B| 3
Ax—-1)=1+=
G-
a) [3x—1<— 1Bx<1  x<1/13
=1
—{x+6)=8x—1 —5=0y x=-5/9

La solucién del sistema es x = —5/9.

3
bJ'IX

=
L ~2z20 _ x= -1

3Ix=6 x=2

=5
2(x—'l}zl+% {

El sistema no tiene solucién.



Hi Resuelve graficamente los sistemas de inecuaciones.

al (3Ix+2y—7<0
2x—4y+3>0
A+3y—-7=0
y<2

¢ [x>-1
3x—y=<0
x+y>6

d) (x <5

X+y—2>0

S5(y + 1)
(3x > =

ﬂj | b ya

Bx 4 2y|— 1 =0"

&
&
+
]
X

—

b) N v
TN T
A
A+ 3y 7 ==_EIE
_ |
y:: 2
L
\ |
) g Y X
; N
i
CJ | Y‘l. 1 3&_ v=0
-] R
| |xF+1 Ny
1 Fé "".‘
A
T 'I VS Dr‘\
al X
i‘r
'I
‘P
' 1

d) T
, - y.lk
b e
& d
- .
b J"
‘\. #
LS Ed
x+y+2F0%, o
T S ', =
%
Tt —*T- 54—
Y
o w ey
[ ) Ll
| ol %] X
J" \“

1. 1 el

< 3x—{5(x +]1)2 =0

Resuelve estos sistemas de inecuaciones no lineales.
a) - x—2=0
-2 +3x+9=0

—xX+8x—12=0
X+ax+3<0

{ "
=

o

—d4x>0

xl

d)[ —4x+4=0

+1>0
x

a) [¥—-x—-2=0 =’(-D°,-1]UE2,+°°}
-2 +3x+9=0  [-3/2,3)
La solucion del sistema es [—3/2, —1] U [2, 31.

b) [ +8x—12=0 o 26
P +Ax+3<0 (=3,-1)
No tiene solucidn.
< x+%—XEo (o=, =11 U2, +)

F—= ]
X = 4x>0 (—2,0] U [2, +20)

La solucién del sistema es (—2, —1] U (2, +==),
d) [@+ax+4=0 {2}

¥+1 =
= >0 (0, +20)

La solucidn del sistema es x = 2.
Resuelve graficamente estos sistemas no lineales.
a) [y>x—-x—2
13x+2y—3<0
b) [y <x
lx—y—-3=0
o [y<—¥+x+2
=2+ 1<y
d) ([y=1/x
K+y<2

2. Ecuaciones y sistemas @
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Este sisterna no tiene solucion.

Problemas de aplicacion
Un padre tiene el doble de edad que su hijo, al que dentro

de 15 afos sacara 25 anos. jQué edades tienen los dos en
la actualidad?

Determinamos que x es la edad del hijo e y, la del padre. Como
el padre tiene el doble de edad que su hijo, y =2x. Y como
dentro de 15 anios le sacara 25 afios, (y + 15) = (x + 15) + 25.El
sisterna que se plantea es el siguiente:

y=2x
y+15=x+15+25
La soluci6n del sistema es:
x=25y=>50

Por lo tanto, la edad del padre deberd ser 50 afios y la del
hijo, 25 anos.

@ Nomeros y Algebro

[ Actualmente un padre tiene 30 afios mas que su hijo, y

dentro de 10 afios la edad del hijo seré la cuarta parte de la
suma de sus edades. ;Qué edades tienen el padre y el hijo
actualmente?

Si p es la edad del padre y x la del hijo, se debe plantear este
sistema:

p=30-+x

x+p+20
mteis
Por tanto, la edad del padre es 35 afos y la del hijo, 5 afos.

=p=35x=5
x+10=

La suma de las dos cifras de un nimero es 12. Si a este
nimero le restamos 54, el resultado es igual al obtenido al
cambiar de orden las cifras del nimero inicial. ;De qué
numero se trata?

Sea xy el nimero. Se plantea el siguiente sistema:

x+y=12 .
[{10x+y}—54=10y+15 =R

Por tanto, el niimero es 93.
Halla un niumero de dos cifras sabiendo que las decenas
son el cuddruple de las unidades y que si invertimos sus

cifras y sumamos el nimero resultante con el anterior,
obtenemos 55.

Si xy es el nimero inicial, se deben cumplir las dos ecuacio-
nes de este sistema:

x =4y _ _
{1G{x+_y} +x+y=55 wE=y=!
Por tanto, el nimero es 41,
Determina qué nimero se diferencia de su cuadrado en
30 unidades.
Si llamamos x al nimero:

¥—x=30=x,=6,%=—5

Los ndmeros sonx; = 6y x, = —5.
Un bodeguero vende 54 L de vino de dos tipos:unode 2 €/Ly

el otro de 4 €/L. El precio total de la venta es 174 €, ;Cudntos
litros ha vendido de cada vino?

Si llamamos x al vino de 2 €/L e y al de 4 €/1, obtenemos este
sistema:

x+y=54
2 +4y =174

Por tanto, el bodeguero ha vendido 21 L de vinode 2 €/Ly
33 L del gue cuesta 4 €/L.

=x=21,y=33

Las longitudes de los lados de un tridgngulo rectangulo son
tres nimeros consecutivos, Averigua las medidas de dicho
triangulo, en cm.

Si llamamos x a la longitud del lado méas pequeno, se obtiene
estaecuacion: (x+2) = (x + 1P+ ¥ =x,=3,x=-1

Las longitudes de los lados del tridangulo son 3, 4 y 5 cm.

Sobre la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo se puede
construir un cuadrado de 65 cm® de superficie. Uno de los
catetos de dicho tridngulo mide 3 cm mas que el otro. Ave-
rigua el drea del triangulo.

El cuadrado de la hipotenusa coincide con el valor de la su-
perficie del cuadrado que se construye sobre ella, y uno de
los catetos es 3 cm maés largo que el otro. Se puede plantear
esta ecuacién: 65 = x* + (x + 3)?

La solucién es x = 4, por lo que el otro cateto mide 7 cm.
El drea del tridngulo es, por tanto:

7
A=—=14cm’
3 cm



Calcula el drea de un tridngulo isésceles cuyo perimetro
mide 32 cm y cuyo lado desigual es de 12 cm.

32=
Cada uno de los dos lados iguales mide: =10cm
Asi, la altura del triangulo es h= V10— 6’ =8 cm.

B 48 cm’.

Por tanto, A =

Un grifo tarda 3 h en llenar un depésito, mientras que otro
solo necesita 2 h. ;Cuanto tiempo emplearén los dos grifos
en llenarlo si estén funcionando a la vez?

Si x es el tiempo que tardan los dos grifos en llenarlo, a es el
caudal del primer grifo y b, el del segundo, se obtienen estas
ecuaciones:

Ja=V
2b=V
xla+b)=V=x(la+3a/2)=3a=x=12h=1h12 min

Los dos grifos a la vez tardan 1 h y 12 min en llenar el deps-
sito.

Dos grifos llenan un recipiente en 10 s. Si uno de ellos lo
llena en 14 s, ;en cuanto tiempo lo llena el otro?

Los dos grifos, a y b, llenan un determinado volumen en 10 s
([@a+b)-10=V

Elgrifoalollenaen14s:a-14=V.

Despejando a y sustituyendo en la primera ecuacién, se
obtiene:
v v v v
—+b-10=V3b=—r——z b=
(14 ) AT IV En T
Por tanto, el segundo grifo llena el recipiente de volumen V
en 35s.

Tres amigos invierten 10 000 €, 40 000 € y 50 000 €, respec-
tivamente, para abrir un negocio. Tras finalizar el primer
ejercicio econdmico y al repartir los beneficios, el sequndo
de los amigos obtiene 2400 € mas que el primero, ;Cuéles
son los beneficios del negocio?

Si x son los beneficios del primero (el que puso 10000 €),
entonces el del segundo (que invirtié 40000 €) habri tenido
unos beneficios de (x + 2 400). Observa la relacion entre los
dos:
X x+2400
10000 40000

Para obtener los beneficios del tercero, y, se resuelve esta
ecuacion:

= x = B00

800 ¥

10000 50000

Por tanto, los beneficios de los tres amigos son, respecti-
vamente, 800 €, 3200 € y 4000 €.

= y=4000

Los beneficios de una empresa se reparten entre tres so-
cios: uno recibe la mitad, otro el 60% de lo que queda y el
tercero, 3 700 €. ;A cuanto ascendian los beneficios? ;Qué
porcentaje de capital habia puesto cada uno de ellos, si su-
ponemos que los beneficios se reparten de forma propor-
cional al capital invertido?

Si b son los beneficios, se debe plantear esta ecuacién:

b b
5'9'0.5-2- +3700=b=b=18500
Por tanto, los beneficios de la empresa son 18500 €.

Y se reparte, respectivamente, 50%, 30% y 20 %.

Una hipoteca aumenta dos veces durante un afio: la prime-
raun 0,75 %, y la segunda, un 1,25 %. Calcula el importe de
la mensualidad inicial si ha sufrido en total un incremento
de 10 €.

y=x-1,0075 -1,0075

Va1t ] = x=498, y=508

Asi, la mensualidad inicial era de 498 €,

Un cierto capital se coloca a lo largo de un afo al 1,25 % anual,
Transcurrido el afo, se coloca el capital final al 4% anual du-
rante otro aio. Si al final del segundo afo se ha obtenido un
beneficio total de 2650 %, ;cual fue el capital invertido?

Si Ces el capital invertido, se debe plantear:
C-1,0125-1,04 — C= 2650 = C= 50000
Se han invertido 50000 €.

Una poblacién de 10000 habitantes sufre primero un des-
censo y después, gracias a la inmigracién, llega a ser de
11 520 habitantes. Sabiendo que el porcentaje de aumento
ha sido 5 veces mayor que el porcentaje de disminucién,
averigua qué porcentajes de disminucién y aumento ha su-
frido la poblacion.

Si x es el porcentaje de disminucion, se plantea esta ecuacion:
X S5x
11520=10000- ({1 —— |1 +—=
=
=57 —400x+1520=0=x=76yx=4
Por tanto, deducimos que la poblacién sufre un 4 % de dismi-
nucion y un 20% de aumento, o 76 % de disminucidn y 380%
de aumento,

Con una ldmina cuadrada de cartén de 121 cm’ de superficie,
se desea construir una caja sin tapa que tenga una capa-
cidad de 75 ¢m’, cortando cuatro cuadrados idénticos en
cada esquina. Determina las dimensiones de los cuadrados
que debemos recortar de la lamina original.

Si x es el lado del cuadrado que se recarta, el 4rea de la base
de la caja es:
(11— 22
Al multiplicar la base, (11 — 2x)%, por la altura, x, se obtiene la
capacidad, la cual se iguala a 75:
x(11=2x=75
Operando, se obtiene la ecuacién:
4¢° — 44 +121x— 75=0
Con el teorema del resto y la regla de Ruffini se deduce que
una solucién es x =3 cm:
A — 44 +121x—75=(x — 3)(4x' —32x + 25)=0
Solucionando la ecuacién de 2.° grado 4x* — 32x + 25 =0, se
obtiene la otra solucién, x = 0,878 cm.

En el mercado, Pedro se ha gastado 11,60 € por la compra
de patatas, manzanas y naranjas que costaban, respectiva-
mente, 1 €/kg, 1,20 €/kg y 1,50 €/kg. ;Cudntos kilos ha
comprado de cada alimento si entre todos han pesado 9 kg
y, ademas, se ha llevado 1 kg mas de naranjas que de man-
zanas?

Llamamas x a los kilos de patatas; y, a los de manzanas, y z, a
los de naranjas. Se plantea el siguiente sistema de tres ecua-
ciones con tres incégnitas:
x+ty+z=9
x+120y+1,50z2=1160=x=2,y=3,z=4
Z=y+1
Por tanto, Pedro compré 2 kg de patatas, 3 kg de manzanas y
4 kg de naranjas.

2. Ecuaciones |y sistemas @



Una familia tiene unos ingresos al mes de 3 250 € por los
sueldos de la madre, el padre y el hijo. Si la madre gana el
doble que el hijo, y el padre 2/3 de lo que recibe la madre,
;cuénto gana cada uno de los miembros de la familia?

Si x es el sueldo del padre; y, el de la madre, y z, el del hija,
podemos plantear este sistema:

x+y+z=3200
y=2z
x=2y/3

Por tanto, el padre gana 1000 €, la madre, 1500 € y el hijo,
750 €.

Calcula tres nimeros sabiendo que el tercero es igual a dos
veces el primero mas el segundo; que el segundo es la
cuarta parte del doble del primero mas el tercero, y que si
se resta al tercero la suma del primero mas el segundo, el
resultado da 3.

Llamamos x al primer nimero, y al segundo y z al tercero. Se
obtiene este sistema:

= x=1000,y=1500,z=750

Z=2x+y
y=14(2x+z) =x=3,y=4z=10
x=2y/3

Por tanto, los nimeros son, respectivamente, 3,4 y 10.

@ Numeros y Algebra

Determina los valores de g, by ¢ para que la pardbola de

ecuacion y = ax’ + bx + ¢ pase por los puntos (1, 0), (—1, 10)
y (3, 14).
Si imponemos que la pardbola de ecuacién y = ax’ + bx + ¢
pase por esos puntos, habra que sustituir cada punto en la
ecuacion y asi obtener tres ecuaciones. Con ellas se forma este
sisterna:

(1,00 =0=a+b+c

(-1,10) = 10=a—b+c=a=3,b=-5c=2

(3,14} - 14=09a+3b+c
Por tanto, la ecuacién de la parabola es y = 3x* — 5x + 2.



Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Razones trigonométricas de angulos complementarios
(péqina 85)

En el archivo de GeoGebra se pueden comprobar las relaciones
entre las razones trigonométricas de dos dngulos complementa-

rios a partir de la semejanza entre los tridngulos recténgulos que
determinan.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital las relaciones
entre las razones de estos dngulos o para que los alumnos pue-
dan deducir estas relaciones por si mismos.

Razones trigonométricas de angulos que difieren 180°
o 7 rad (pdgina 86)

En el archivo de GeoGebra se pueden comprobar las relaciones
entre las razones trigonométricas de dos angulos que difieren
180° a partir de la semejanza entre los triangulos rectangulos
que determinan en la circunferencia goniométrica.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital las relaciones
entre las razones de estos angulos o para que los alumnos pue-
dan deducir estas relaciones por si mismos.

Ejercicio resuelto (pagina 88)

En el video se muestra la resolucién, paso a paso, de un ejercicio
resuelto en el que se ha realizado una doble observacion de una
altura inaccesible,

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para resolver un ejercicio de este tipo o para que los
alumnos puedan repasarlo mas tarde.

Célculo de las razones trigonométricas (pagina 90)

En el video se muestra paso a paso cémo resolver el ejercicio pa-
ra calcular todas las razones trigonomeétricas de un 4ngulo, a par-
tir de una que ya es conocida, sabiendo en qué cuadrante se en-
cuentra.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital cémo debe re-
solverse este tipo de ejercicio o para que los alumnos puedan re-
pasar el procedimiento mds tarde.

Actividades (paginasi7

Expresa en grados, minutos y segundos sexagesimales un
angulo de 34,2577".
34°15'28"

Expresa en grados sexagesimales un angulo de 23°57°33"
Aproximadamente 23,96°

Bl Calcula en grados, minutos y segundos sexagesimales el
valor de un dngulo de 1 rad.

180°

=57°17'45"
= rad

1rad -

5 g
EI Expresa 2% rad en grados, minutos y segundos sexage-
simales.
5m 180°

— . = 300°
3 e o rad

E Expresa 63° 25’ 48" en radianes.
a rad
180°

63°25'48"

=1,11rad

_ SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Calcula la medida en radianes de los dngulos representa-
dos en la figura 3.6.

Py

u=§:ad.5=2:ad

Halla los angulos comprendidos entre 0° y 360° equivalen-
tes a:

a) 3724° o 6:“ rad

b) 23,57 rad d) 123 rad

a) 3724° = 360° - 10 + 124°, el dngulo equivalente a 3 724°
en el primer giro es 124°,

b) 23,57 rad = 2wrad - 11 + 3w/2 rad, el ngulo equivalente
a 23,5« rad en el primer giro es 3w/2 rad.

¢} 647/7 rad = 2mrad - 4 + 8m/7 rad, el angulo equivalente a
647/7 rad en el primer giro es 87/7 rad.

d) 123 rad = 2w rad - 19 + 3,62 rad, el angulo equivalente a
1231 rad en el primer giro es 3,62 rad.

Los lados de un tridngulo miden 12 cm, 9 cm y 6 cm. Calcu-
la la longitud de los lados de un tridngulo semejante a él
si la razén de semejanza vale 2/3,

Basta con multiplicar por 2/3 las longitudes del tridngulo
inicial, con lo que se obtienen unas nuevas medidas de los
lados: 8 cm, 6 cm y 4 cm, respectivamente,

¢El tridngulo cuyos lados miden 4 cm, 8 ¢cm y 10 cm es
semejante al tridngulo cuyos lados miden 5 cm, 10 cm y
12,5 cm? ;Por qué?
Son semejantes;
4_8 18
5 10 125

Dado el triangulo ABC de la figura 3.10, cuyas medidas es-
tin expresadas en cm, calcula las razones trigonométricas
de a.

B
p
3
(47
c A
4
a=V4+3'=5
Isena—-% i cos —i (I ¢ -i
5 =g g2

Deduce las razones trigonométricas del angulo B del trian-
gulo de la figura 3.10.

Las razones trigonométricas de P son:

4

Itgﬂ=g

3. Trigonometlria | @
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Dado el triangulo ABC de la figura, sabemos que AC=6my
tg B = 0,6. Calcula el otro cateto y la hipotenusa.

C

6m

A

6 6
th=A—B=?AB='CE=QUm

B=V10'+6°=CB=11,66m

Con los resultados del ejercicio anterior, calcula sen a.

10
1,66 R

Calcula las razones trigonométricas de un angulo agudo «,
si cos a=0,35.

I sena=V1-cosfa=V1—035=094

sena =

sena 0,94
I tga= - = —_0*35 = 2,68
S DPR . 2,86
W SRS cosae 035
I coseca = ] =-1—='|.07
sena 0,94
§ Eotgus cose _ 0,35 - 037
senae 0,94

Calcula las razones trigonométricas de un dngulo agudo a,
si cotg ae = 3.
cotga =3=tga=1/3

1 1 3V10

B—+T=—3

tgfa+1=

cos'a 9 cos’ o 10
V10
sena = V1 -—cos’u:&senu=-—1?

i
wycoseca =110

Demuestra que: 1 + cotg® & = cosec’ «

Y entonces, sec o =

2 1 cos’ &
T+eotg’a=1+_—5—=1+ =1+—F—=
tg a sen’a sen’ o
cos’ a
sena | cos'a  sen’a + cos’ @ )
= T ARG R 3 = >— = COSeC a
sen‘a sen’a sen’ & sen’ a

Dado el tridngulo de la figura 3.16, calcula sen «, cos «,
tg o.

c=Vi+af —(1 —af = Vaa=2Va

2 1—a
B cosa=
1+a 1+a

Wa

1—a

=

I sena= i tga=

@ Trigonometria y nOmeros complejos
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Una estaca vertical de longitud | proyecta una sombra de
longitud V/31. Caleula el angulo de elevacién del Sol sobre
el horizonte.

Calcula la longitud de las diagonales de un rombo sabien-
do que sus angulos son 60° y 120°, y que sus lados miden
6 cm.

La diagonal menor mide 6 cm, igual que los lados, puesto
que el angulo menor es de 60°,

La diagonal mayor se puede calcula a partir de uno de los
cuatro triangulos rectdngulos que determinan las dos diago-
nales en el rambo:

sen 60° = =0D=6V3an

0‘1""@

Determina los valores del seno y el coseno de los siguien-
tes angulos: 540° y 1350°,

540° = 360° + 180°, por lo que sen 540° = sen 180° =0y
cos 540° = cos 180° = —1

1350° = 3 - 360° + 270°, por lo que sen 1350° = sen 270° =
= —1ycos 1350° = cos270° =0
Calcula las razones trigonométricas de un angulo del se-
gundo cuadrante si sen o = 3/7.

El angulo pertenece al segundo cuadrante, por lo que el seno
es positivo, el coseno, negativo y la tangente, negativa.

cosa=—V1 —(3;'?)2:—“2\!7'1—9*
sena _ =3 3%

t = g
9% s~ o 20

Si3m/2 <a<2mycotge= —0,27, calcula las demés razo-
nes trigonométricas del dangulo a.

El angulo pertenece al cuarto cuadrante, por lo que el seno
es negativo, el coseno, positivo y la tangente, negativa.

cotga = —027=tga =—37

1 2 1
= +1= 7—=cosa=0,26
costa -0,27 cos o

sene = cosa - tga = —0,97

tgla+1=

Sabiendo que tg & <0 y que cos a = —\/EM_. calcula las
restantes razones trigonométricas.

El angulo pertenece al sequndo cuadrante:

seno = —

: _seng V13 —V39

g Cos o v’g 3

Calcula todos los dngulos entre 0° y 360° que cumplen

cotga= —0,03.

cotga = —0,03=>tga = —3,7 = a = —88,272° = 271,72°y
o = 91,72°

Resuelve secae = —3,78.

seca = —3,78 = tg a = —0,265, por tanto:

a = 10534y o = 254,66°

Resuelve cos a = 0,32.

cos o = 0,32, por tanto:

o = 71,34y a = 288,66°



Resuelve coseca= —5.

coseca = —=5=sena= —02=a=—1154"= 34846° y
a = 191,54°

Utiliza |a calculadora para resolver las actividades 22 y 23
del epigrafe anterior.

Utilizando la calculadora, se obtienen los mismos resultados.
Calcula las razones trigonométricas de los siguientes angulos.
a) 120° c) 210° e) 300°

b) 135° d) 225° f) —45°

a) sen 120° = \/3/2; cos 120° = —1/2;tg 120° = —\/3

b) sen 135° = \/2/2; cos 135° = —\/2/2; g 135° = —1

¢) sen210° = —1/2; cos 210° = —\/3/2; tg 210° = VETE

d) sen 225° = —\/2/2; cos 225° = —\/2/2: tg 225° = 1

e) sen 300° = —\@.’2; cos 300° = 1/2; tg 300° = —\@

f) sen (—45°) = —V/2/2; cos (—45%) = V/2/2; tg (—45%) = —1

Dado el triangulo rectéangulo cuyo dngulo recto es 4, calcu-
la los elementos desconocidos en cada uno de los siguien-
tes casos:

a) b=10cm ¢) b=7cm e) B=27°
a=15cm c=14cm C=63"
b) C=26° d) B=38°
c=3cm a=20cm

0
a)lc=Va' - b= 11,18cm,sen3=:—5=:>3=41,31°
yC=4819°

c
b}B=90"—26"=54°,ﬂ=s = 6,84 cm

enC
yb=Vda - =615cm
7 p
¢ a=Vb +c=1565cm, sen B = —= B = 26,57°
a
y C = 63,43°
d)C=90"-B8B=52°b=a-senB=1231cm
yc=a-senC=1576cm
e) Existen infinitos tridangulos semejantes con estos dos
angulos dados.
Calcula la altura a la que llega una escalera de 4,50 m apoya-
da en una pared y que forma un dngulo de 67° con el suelo,
Si llamamaos h a la altura:
h=450-sen67°=4,14m
Calcula las razones trigonométricas de un triangulo rectan-

gulo en el que la longitud de la hipotenusa es el triple que
la de uno de los catetos.

En primer lugar calculamos el otro cateto:
c=VEx -2 =202

Las razones son las siguientes:

X 1
B osenB=_—=—
sen gt
xV2 V2
B cosB= =—
3x 3
y gE—t 2
N2 4
V2
i senC=——
3
| cusf—l
3
i tgC=2V2

Ejercicios y problemas (paginas 92/96)

Angulos

Dada una circunferencia de 3 m de radio, calcula la longi-
tud de una cuerda correspondiente a un dngulo central de
38,5°.

La longitud de la cuerda que nos piden es la longitud del la-
do desigual de un tridngulo isésceles, siendo el angulo desi-
gual de 38,5°. Por tanto, la mitad de la cuerda medira;

¥x=3-5en19,25° = 0,99 m
Y la cuerda medird el doble:
Longitud de la cuerda = 2x= 1,98 m

En una trayectoria circular de 7 m de radio, un mévil se des-
plaza a 3 m/s. Calcula el dngulo central recorrido en 4 s y es-
cribe el resultado en grados sexagesimales y en radianes.

En cuatro segundos recorrerd 12 m. Si el radio mide 7 m, el
angulo recorrido en radianes sera:

12
=—=171
o 7 rad
En grados sexagesimales;
12 180°
=—"rad- =0gg22°
o 7ra ( rad) 98,22
Expresa los siguientes dngulos en radianes.
a) 320° c) 125°
b) 1273° d) —765"°
w rad
20°- =5,
a) 320 180° 5,59 rad
7 rad
73% =22 d
b) 1273 180° 22 ra
w rad
125°- =3,
c) 125 180° 2,18 rad
r rad
d) —765°- T — _13,35 rad
180
Expresa como un dangulo entre 0° y 360°%
a) 1230° ¢) 9,63 rad
4
b) ~730° d) lf-rad
a) 150° ¢) 3,35rad
b) 350° d) ZT'“ rad
{Qué angulo forman las agujas del reloj a las 9 y 207 ;Y a

las 9 y 157 ;Y a las 6 y media?

B Alas 9 h 20 min, la manecilla horaria ha recarrido 10° en
20 min, por lo que el angulo que forman las dos mane-
cillas sera de 200°.

i Alas9hy15 min, la manecilla horaria ha recorrido 30°/4
en 20 min, por lo que el dngulo que forman las dos mane-
cillas sera de 172,5°,

I Alas 6 h, las manecillas forman un dngulo de 180° y cuan-

do pasa media hora, la manecilla horaria ha recorridoe 15°,
por lo que ambas formardn 345°.

En una circunferencia de radio 10 ¢cm, un arco mide 20 cm.
Averigua el valor del dngulo central correspondiente y qué
longitud tiene la cuerda que determina.

20
*T2m-10

- 360" =114 35'29,6"

114°35'29,6"

c=2+:10"sen
2

= 16,83 cm

3. Trigopnometria | @



Razones trigonométricas [B Utiliza una circunferencia de radio unidad para dibujar los

; . . angulos cuya tangente es 2,
Resuelve un tridangulo rectdngulo, sabiendo que la tangente 9 y 9

de uno de sus angulos agudos es 3,5 y que el cateto
opuesto a este angulo mide 2 cm.

Dado que el tridangulo es rectangulo, un dngulo, A, vale 90°,

tgB=35 o
B=74,05°

Entonces, C = 15,95°

1 (2,0)

b
Como sabes tg B= — por lo que:

(1,0}

b o
c=¥ﬁ=c=l—s=(},57‘cm f/

por el teorema de Pitdgoras:
a=Vb +c*=208cm

3 ;Es posible que exista un dngulo, o, que verifique simulta-

=y

3 2
neamente sen o« = Ey cosa= g? {Por qué?

B Sicos e=—1,11, indica cudl de las siguientes afirmaciones
es cierta y razona tu respuesta.

No es posible.

Se ha de cumplir que: sen” a + cos” = 1 para cualquier angulo.

Si sustituimos por los valores que nos da el enunciado obte- a) a esun dngulo negativo.

nemos: . ; b) « estd en el tercer cuadrante.
(_3_) i (3) L ¢) « esunangulo mayor que 2.
5 5 25 d) Esimposible que el coseno de un angulo sea —1,11.
El sicotg « = cotg B, jpodemos asegurar que a y 3 son igua- |cos w|=1 para cualquier dngulo; por tanto, la respuesta
les? Razona tu respuesta, correcta es la d).
No puede asegurarse que .y p sean Iguales. [l Sefala en qué cuadrante esta el Angulo a si:
Las cotangentes de angulos que difieren 180° también son o) sena>0ycosa <t
iguales.

b) sena <0ytga=>0

c) seca<0ycoseca<0

d) cotga<0Oycosa>0

a) Seno positivo y coseno negativo: segundo cuadrante,

[ Dibuja un dngulo del segundo cuadrante cuyo coseno vale
—3/5, utilizando una circunferencia de radio unidad.

La representacion del dngulo « es la siguiente:
v

b) Seno negativo y tangente positiva: tercer cuadrante.

o

¢} Secante y cosecante negativas: tercer cuadrante.
d) Cotangente negativa y coseno positivo: cuarto cuadrante.

[B Sean a y P dos dngulos cualesquiera teniendo en cuenta
(.0 que:

o

=Y

tga>tg B; 270° < e < 360°%; 270° < 3 < 360°
indica si las siguientes afirmaciones son ciertas o no.
al a<p
b) sena<senp
¢ p<a

- , <
Dibuja los 4ngulos cuyo seno vale —1/4 utilizando una cir- d) senp<sena
cunferencia de radio unidad. Los dos angulos pertenecen al cuarto cuadrante. Sus tangen-

tes son negativas. Es mas negativa la tangente del dngulo
menor, por tanto es correcta la afirmacion c). Ademads la afir-
ya macion d) también es correcta, porque con el seno ocurre lo
mismo en el cuarto cuadrante.

I T

La representacion de los angulos «, y o, es la siguiente:

A ™ "
[ sitga= —4 y —<a<m, calcula las demds razones trigo-
nométricas.

(1.0) « pertenece al segundo cuadrante. Con el dato del enuncia-

= do y la ecuacién fundamental de la trigonometria, expresan-
d do la tangente en funcién del seno y coseno de un dngulo, se
obtiene:
sena = 0,97 cosa=—0,24
cosecc = 1,03 seca=—4,17
cotg = —0,25

@ Trigonometrio y nOmeros complejos



Sisen a=—0,3 y 180° <a < 270° calcula las otras razones
trigonomeétricas.

o pertenece al tercer cuadrante.

Con el dato del enunciado y la ecuacion fundamental se

deduce;
cosa=—0,95 tga =031
coseca=—3,33 seca=—1,05

cotga = 3,22

3w
Sicosa=0,65y = < o< 2m, calcula las restantes razo-

nes trigonométricas.
o pertenece al cuarto cuadrante.

Con el dato del enunciado y la ecuacion fundamental se
deducen:

sena = —0,76 tga=-1,17
coseca=—1,32 seca= 1,54
cotg o = —0,86

De un dngulo a sabemos que:
1
tg u=—5;sen &< COS o

¢En qué cuadrante se encuentra dicho angulo?

En el cuarto cuadrante.

Senala si las siguientes igualdades son ciertas o no. En este
ultimo caso, escribe la igualdad correcta,

a) sen a = sen (180° + @)

b) cos o =sen (90° + )

¢) seca=sec (27— a)

3
d) tg & = cotg (—;-* a)

e) cosec @ = —cosec (7 —a)

f) cotg e = cotg (360° — «)

a) No es cierta: sen a = —sen (180° + o)
b) Cierta,

¢) Cierta.

d) Cierta.

e) No es cierta: cosec « = cosec (m —«)
f) No es cierta: cotg o = —tg (360° — )
A partir de las razones de 0° 30° y 45° calcula.
a) sen 135°

b) cos 720°

¢) cos210°

d) tg 300°

e) cos 450°

f) tg 135°

g) tg 210°

a) sen 135° = sen 45° = —2—

b) cos720° = cos 0° =

Vi
¢) cos210° = —cos 30° = T
d) tg 300° = —tg 60° = -3
e) cos450°=sen0° =0
f) tg135°= —1

oI5

g) tg 210° = tg 30° =

E# Sin usar la calculadora, halla todos los valores de « en el

e

3

primer giro que verifican las siguientes igualdades.
a) sena=-1/2 d}tga:\/ﬁ

b) seca=-12 e) coseca = ~2/\/3
¢ cosa=1/\2 f) coseca= -2

a) Angulos cuyo seno es —1/2: 210°y 330°

b) Angulos cuya secante es —\/2: 135°y 225°

¢) Angulos cuyo coseno es L: 45°y 315°
2

d) Angulos cuya tangente es V/3: 60°y 240°

=2
e) Angulos cuya cosecante as —: 240° y 300°

V3

f) Angulos cuya cosecante es —2: 210°y 330°
Averigua sin utilizar la calculadora:

a) sen 15007 d) cos (3—.753)

61
b) sen (—-33) e) tg 2010°
7w

¢) cos 2745° f) tg (_T)

3
a) sen 1500° = sen 60° = %
s (m_ﬂ)_se,,z_ﬁ

™M 3 2
€) cos 2745° =cos 225° = —cos 45° = e \6
V2 o 2

; 3
d) cos (ﬂ_‘n) =cosl=—

6 6 2
e)tgzo1u°=tgz1o==tggg==1_=ﬁ
3 3
=7 =1 a
4 ‘g( 3 )“Q(T)—“gi-'\ﬁ

3
Sabiendo que sen & =—y que « es un angulo del primer

cuadrante, calcula:
a) sen (180° — a)

d) sen (180° + ) g) cosec o

b) cosec (—a) e) cos (360°—w)  h) cos (37“ = Ot)

< tg (3?“* + u) f) sec(180°—w) i) cotg(—a)
a) sen (180° —a) =sena = 3/4

b) cosec (—a) = —coseca = —4/3

oS o -\«G

c)t (3ﬁ+u) cot
— = a=— = ——
912 9 sena 3

d)sen(180° + a) = —sena= —3/4

3)’=ﬁ

e) cos (360° —a)=cosa = 'I—(—

4 4
1 1 a4v7
f 1 - = =—
} RENEF gl cos (180°—-a) —cosa 7
) cosec ! 2
o= = —
9 senoe 3
3w 3
h —_— = - = ——
) cas( > a) sen o 2
. 1 -1 \/7-
i) cotg(—a)= e S

tg (—a) - tga 3
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FH Halla estas razones trigonométricas sin calculadora.

a) sen 150° f] cos 225° k) tg (—45°)
b) cosec 120° g) cotg 240° I} sec135°
¢} sen 315° h) sec(—120°%) m) sen 1395°
1w . 13w 2w
d) cosec (—-ﬁ—) i) sen( 3 ) n) tg( 3 )

j) cotg (HT*“) fi) cosec 720°

1
a) sen 150° =sen 30° = Y

e) tg (—495°)

2 2V3
B) cosec 120° = cosec 60"=7= e
3
1
c) sen 315°= —sen45°=———= _._\;_5,
2

i m
—_—] - —|==2
d) cosec( n ) cosec(ﬁ)

e) tg (—495°) =1tg (—135°) =tg 225" =tg 45°=1

-1 N2

f) cos225°=—cos45°=—F7==———
; V2 2
V3

1
g) cotg 240° = cotg 60° = E =—=

h) sec(—120%) = sec 240° = —sec 60° = —2

i) sen (1—3-'1) = sen (E) = ﬁ

3
137 ™
i — = —|=0
il cotg( 5 ) cotg(z)
k) tg (—45%) = —tg 45°=—1
I) sec135°= —sec45°=—\/2

o o()-o(5) 3

3
1 V2

n) sen 1395°=sen 315" = —sen 45° = —7 = TG
2
i) cosec 720° = cosec 0° no existe
F3 Calcula las siguientes razones trigonométricas:

a)tg(7m—a),sitga=2

7w N 3
b) tg(T+a),51tga=E
altg{7/v—a)=tglmr—o)=—-tga=-2

T 2
b) tg (7?1‘_'_ u)= —cotga= —-3"

Calcula los angulos del primer giro que cumplen:
a) cos o = 0,989 b)tga =25
Utilizando la calculadora:

a) 8°30'22,13"y 351° 29'37,9" en el primer giro.
b) 68°11'54,93"y 248° 11'54,93" en el primer giro.

] Utilizando la calculadora, averigua el valor que tiene el

angulo a.

a) sena = —0,15, &« <3mw/2

b) cosa = —-092, a>7

c) tga =235 a>w

d) cotg a = 0,36, o < /2

a) 188°37'37" ¢) 246° 56'55,3"
b) 203" 4'26" d) 70°12'4"

@ Trigonometria 4 nUmeros complejos

Expresiones trigonométricas

Simplifica las siguientes expresiones trigonomeétricas.

m
cos (7 + o) — sen (-i-— m)

a)
I
sen (T + u) + cos (7 — o)

cos’ o

b"‘I--Irsennt

4 4
sen’ o —cos o
c) (2—-cosec’ o), —————

wf5)o5(2)
wl5) ()

e) sen a+sen’ o cos’ o

sen’ o

d)

cos’ o+ cosa-sen’a
sen’ o + cos” o sen a

f)

2
- —cos a+1
g) == = (1 4+ sen w)
sen o

a) Sustituyendo en funcién del dngulo «, se obtiene:
—COs o —COS o _
—cosa—cosa
b) Expresando el caseno en funcién del seno:
1—senfa (1+sena)-(1—sena)
N 1+sena =

= 1 —sencw
1+seno

¢) Recordando que la cosecante es la inversa del seno y
reduciendo a comin denominador el primer paréntesis,
y dado que:
sen' o — cos* a = (sen® o + cos” a)(sen® o — cos’ @) =
= sen’a— cos’ a
tenemos:
2sena—1 sen’ o »
sena senfa—cos’a

_ 2sen’a—(sen’a+cos'a)
sen’ o — cos’ a

sen’ o — cos® a

sen’ o — cos” a
d) Sustituimos por sus valores y operamos.
(1nv2)+(1n3) _
V3n)-o
(V3+v2)iVe _
Vi
2V3+V2)

3V2

e} Factorizando la expresidn, se obtiene:

sen’ a (sen’ o + cos’ @) =sen’
f) Factorizamos numerador y denominador, simplificamaos y
se obtiene:
cosw (cos’a+sen‘a)  Cosa
sena(sen’a+cosia) Ssena

= cotg @

g) Dado que 1 — cos’ « = sen’ g, se sustituye, se simplifica y
se obtiene:
—sena + sen’a
sena
= (=1 + senal(l + sena) =

{1+ sena) =

=sen’a— 1= —cos’a



Demuestra, de forma razonada, las siguientes igualdades.

sec’ o

cosec o
Cos o

a) (1—sena)-cosec’ a =

cotg o
b) (1-sen’a) —— ————-tga=sena
cosa 2-—sen‘a
¢) cotg® «- cos’ @ — cotg’ a = —cos’

cos'a—sen'a 1—tg’a
sena-cosa g o

e) (1+tga)-(1+cotga)=

d)

(sen & + cos a)®
sen a - cos a
1 1 sena

cos’a’ cotga  cosa’

a) sec’ a =

(1 — sen’ &) = cos® o, cosec® a = 1/sen’ «

Sustituimos en el primer miembro de la igualdad:
1 58N a

o o cosw

_ 1 _ coseco
sen’a  cosa-sena  COSa

~costour

b) 1 —sena=cos’a  tga=sena/cosa
1+cos’a=1+1—senfa=2-sen’a
Sustituimos en el primer miembro y simplificamos:
1 2-sena sena _
cosa 2—-sen’a oS
1 s Sen o
CcoOs o COS o

cos’a-

=cosia-

c) Factorizando y expresando cos” a — 1 = —sen’ «, se obtiene:

2
cos’ a
—(—sen” )= —cos’
sen’ a

d) Expresando la diferencia de cuadrados como suma por di-
ferencia, la suma vale 1. Luego se separa el primer miem-
bro en dos fracciones y se simplifica:

cos’a—sen‘a  cos'a sena
Seno- Cosw Senao-Cos o Sen - Cos o
1 1-tg’a
=wtga—tga=——-—1tga =——
tg @ tga

e) Expresando la tangente y la cotangente en funcién del
seno y del coseno, y reduciendo a comiin denominador
cada paréntesis, cuando se multiplican estos se obtiene:

cosc+sena sena+cosa  (sena -+ cosa)’
Cos o sen o SENo-Cos o

Tridngulos rectdngulos

Resuelve cada uno de los tridngulos rectédngulos de la figura.

8

! £
/ &
B Qﬂ?
ac®
c A c [l 4 e A

b=3cm b=5cm
a) B=190°— 25° =65
b=4-cos25°=3,63 cm;c=4-5en25°= 1,69 cm
b) C=190°— 35°=55°

3
=—-—-=4I ; = X 7
(4 tg 35° 28cm;a sen 35° 5,23 cm
5 1
B=—=—
c) sen T

B=30%C=60%c=Va'— b =5V3 cm = 8,66 cm

Calcula el angulo de elevacién del Sol sobre el horizonte,
sabiendo que una estatua proyecta una sombra que mide
tres veces su altura.

1
tga St 18,435° =18°26'6"

En un triangulo ABC, rectangulo en A, conocemos la altura
correspondiente al vértice A, que es 7 cm, y el cateto b que
es de 9 cm. Calcula el valor de los dngulos B y C, del cateto
¢, y de la hipotenusa, a.

7
s B =cos a = e B = 38° 56' 32,79, y por tanto:
C=51°32721"
9
Por otra parte: sen B = E:& a=1432cmyc=11,14cm
En un triangulo rectdngulo, conocemos la altura correspon-
diente relativa a la hipotenusa, que es 3 cm, y la hipotenu-

sa, a = 10 cm. Calcula el valor de los angulos agudos, y la
medida de los catetos,

B 10 cm c
== X
3
Esto significa que la altura determina sobre la hipotenusa dos
segmentos, de 9 cm y 1 cm. En la figura, con x = 1:

tga = 1/3 = B= 18°26'6’, y por tanto, el otro dngulo agudo
es, aproximadamente, C = 71° 33' 54"

seno =3/c=c=3V1I0cm=949cmyb = V10 cm =
=3,16cm

3
Podemos plantear: T =x=1yx=9

Conociendo la longitud de la hipotenusa de un triangulo
rectangulo, 16 cm, y que la proyeccién ortogonal de uno
de los catetos sobre ella es de 9 cm, calcula el drea del
triangulo.

16 c‘m

Tomando la hipotenusa coma la base del tridngulo, podemos
calcular la altura correspondiente a la hipotenusa:
h 16-9

s

=h=63=h=V63cm

- h
El drea serd: A = bT = 8V63 cm® = 63,50 em?
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En un tridngulo rectangulo, un cateto, b, mide 5 cm y su
proyeccién sobre la hipotenusa 4 cm. Calcula la longitud de
la hipotenusa y del otro cateto.

Sea a la longitud de |a hipotenusa, y ¢ la del otro cateto.

4 5 25
cosa=—=—=2@d=—0Cm
a 4
2
s = sen . = 1—12—-3-t =223
il e 5) 7579747,
5

1
Como también tenemos que tgo = %:; c=5tgu = - m

Por tanto, la hipotenusa mide 6,25 cm y el otro cateto, 3,75 cm.

Construye un tridngulo rectangulo cuyos catetos midan
b =5cmyc=12cm.Calcula la longitud de la hipotenusa,
las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa, la altu-
ra correspondiente a la hipotenusa y los dngulos agudos
de dicho tridngulo.

Aplicando Pitdgoras, la hipotenusa mide g = x + y = 13 cm.
A partir de la figura, podemos deducir:
5 fi. X
el A T
de lo que se deduce lo siguiente;

o = B = 22°37'11,51" su complementario: C = 67° 22' 48,49"
60 25
= —= X=——= 119
h 13 4,62 cm; x 13 2em

: ; 25 144
y la otra proyeccion, y, sera:y = 13 — 3 = 1—3~ = 11,08 cm,
y=12-cosa=11,08cm
En un tridngulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa la
divide en dos segmentos de 4,3 y 7,8 cm, respectivamente.
Calcula:

a) Los dangulos agudos del tridngulo.
b) La longitud de los catetos.

¢} Su area.

4,3 cm 7,.8¢cm
X 7.8
tirde lafigurasena = ——=—
A partir fig o 2

Luego podemos calcularx=9,71 cm

a) Con x podemos calcular los dngulos del triangulo:
o = 53° 24'24,18", su complementario: 36 35'35,82"

b) El otro cateto, y, se puede calcular por Pitdgoras o a partir
del dngulo «, y resulta sery = 7,21 cm.

¢) Con los dos catetos se puede calcular el drea del triangulo,
que es de 35,04 cm?,

@ Trigonometria y nOmeros complejos

B Uno de los édngulos de un tridngulo rectdngulo mide

B = 27° 45" 12"y su cateto opuesto, b = 4 cm. ;Cudnto mi-
den los otros lados y angulos del triangulo?

: ; b
La hipotenusa mide @ = —— = 8,59 cm, el otro cateto,
sen B

b
c= EE = 7,60 cm, y el otro dngulo agudo, 62° 14'48".

Calcula el perimetro del tridangulo rectangulo ABC, sabiendo
que la longitud del segmento CP es 2V/3em.
C

45°
B P A
AC=CP'cos30°=3cm
AB = AC = 3 cm, puesto que el dngulo B = 45°
Por Pitdgoras, CB = 3V2em.
El perimetro es pues: P = 6 + 3V/2 = 10,24 cm

Problemas de aplicacién

[l Una circunferencia mide 48,56 cm y las dos tangentes tra-

zadas desde un punto exterior forman un éngulo de 25°
Calcula la distancia del centro de la circunferencia a dicho
punto.

En primer lugar, calculamos el radio de la circunferencia:

48,56
T 2w
Ahora ya se puede hallar la distancia pedida:

r =773cm

sen12,5°=5=&d= =d=3571cm

sen 12,5°
Los radios de dos circunferencias tangentes exteriormente
son de 15 cm y 8 c¢m, respectivamente, Calcula el dngulo
que forman sus tangentes comunes,

8
Por semejanza de triangulos: o = x=2629cm

x4+ 23
8
Por lo que sen a = ;:me =17,719°

= 20 = 35438 = 35° 26'16,31"



Bajo un angulo de 90°, un barco divisa dos plataformas pe-
troliferas. Se sabe que la distancia a una de las plataformas
es de 6,8 km, y que la distancia a la linea imaginaria que las
une es de 6 km. Calcula la distancia que hay entre las plata-
formas y la distancia del barco a la segunda plataforma.

N

L

A 4 x

Sea x la distancia a la segunda plataforma e y la distancia

entre las plataformas:

5en =
“~ %8

De esta igualdad se deduce el éngulo y a partir de él, tene-
mos que:

x=68-tga=1275km

6,8

COS o

y= = 1445 km
Las distancias son, aproximadamente, 14,45 km y 12,75 km,
respectivamente,

Calcula los angulos de un rombo sabiendo que la longitud
de sus lados es de 5 cm y que sus diagonales miden 6 cm y
8 cm.

A partir de la figura, se puede deducir que:
_ 4
tga= '37
Por lo gue o = 53,13°,
Y como B es el angulo complementario de o, vale p = 36,87°.
Por lo tanto, los dngulos del rombo de la figura son 106° 15
37"y 73°44'23.

Desde un helicéptero que vuela a 300 m de altura se obser-
va un pueblo, bajo un dngulo de depresion de 25°, Calcula
la distancia del helicoptero al pueblo medida sobre la hori-
zontal.

tg 25°=3%.0=:x=643.35m

El angulo desigual de un tridngulo isésceles mide 32° 24’ 36"
El lado desigual mide 7 cm. Calcula el drea del tridngulo.
35
h=—re
tg 16°12°18"
_bh 7 3,5

saBhoo SR L 2
2 "2 wieizig  15am

El 4ngulo desigual de un triangulo isdsceles es de 25°, Los

lados iguales miden 7 cm cada uno. Calcula el drea del
triangulo,

25"

gfila
~| h\3

Para calcular la altura del tridngulo hacemos:

h=7:c0s12,5°=6,834cm
Ahora calculamos la mitad de la base;

b

3 =7-5en12,5*=1,515¢cm
El drea del triangulo es:

A=b—j— =10,35 cm?

El &rea de un tridngulo rectdngulo es 30 cm?, y su hipote-
nusa mide 13 cm. Averigua el valor de los dngulos agudos
de dicho triangulo.

b=12yc=5
1=p ye

[4
DesenC = 13 se deduce que C = 22°37'11,51" luego

B=290"—C=67°22'4849"

Los angulos agudos son, aproximadamente 67° 22' 48,49" y
22°37'11,51%

Un grupo de bomberos intenta llegar con una escalera de 5
m de longitud a una ventana de un edificio que esta situa-
da a 4 m del suelo, de donde sale una densa nube de humo.
iA qué distancia de la pared del edificio habran de colocar
los bomberos el pie de la escalera para poder entrar por la
ventana?

Simplemente por Pitagoras,d = V5 — 4*=3m

Situados en un punto de un terreno horizontal, el 4ngulo
que forma la visual dirigida al punto mas alto de un arbol
con la horizontal, es de 60°. ;Cual serd el dngulo que
se formara si nos alejamos a una distancia del drbol el
triple de la inicial?

Mediante un esquema y llamando x a la distancia inicial, te-
nemos que:
tg 60° = h/x
{tg o = h/3x
Desde el suelo, vemos la terraza de un rascacielos bajo un

angulo de 40°. ;Con qué angulo la veriamos desde una dis-
tancia que fuera la mitad de la anterior?

tg 60°

=a=30°

Mediante un esquema y llamando x a la distancia inicial, te-
nemos que;

{tg 40° = h/x

tg a = 2tg 40° =59°12'36,96"
tgtx=2hfx=§ g o g 40’ = a=59°

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide el triple
que uno de los catetos. Averigua el valor de los angulos
de este triangulo y la relacién entre la hipotenusa y el otro
cateto.

Por Pitdgoras, el otro cateto mide 2V/2 del primero, por lo

A " ; 3
que la relacion entre la hipotenusa y él es ;
22

Luego los dngulos agudos miden 70° 31°43,61"y 19°28'16,39"
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B El radio terrestre, R, mide alrededor de 6370 km. ;Cual es

la longitud aproximada del paralelo que pasa por Sevilla?
(Latitud de Sevilla: 37° 20")

= il e M
._',;;EA:: :,3!_

Del dibujo deducimos: r = R - cos 37° 20’ = 5064,92 km.
Por tanto, la longitud del paralelo serd 27r = 31823,83 km.

Calcula los dngulos que determina la diagonal de una caja
de zapatos de 35 % 20 X 15 cm con cada una de las caras.

D =1/35 + 20 + 152 = V1850 cm

Conlacarade35 X 20:sena = = a =20° 24'37,6"

V1850

Conlacarade 35 X 15:senp = =B =27°42'34,6"

20
V1850

Conlacarade 15 X 20:seny = =y = 54°27'44,36"

V1850

Un rectdngulo de 3 cm X 4 cm estd inscrito en una circunfe-
rencia. Calcula cudnto miden los arcos que determina en ella.

2 £
T
A RE 3
3

cm

La diagonal del rectangulo mide 5 cm y el radio, 2,5 cm. Los
angulos que determinan las diagonales son:

tga = ]25 = a = 53,13° = 2a = 106,26° y, por tanto, el otro

angulo sera 73,74°,
Los arcos mediran, dos a dos:

2w 25 2w 2,5
2T 464 cm; 73740 ———
360° e 360°

Halla el 4rea de un octégono regular inscrito en una circun-
ferencia de 5 m de radio.

106,26° - =3,22cm

El octégono se puede dividir en ocho tridngulos isdsceles cuyo
angulo desigual es de 45° y sus lados iguales miden 5 m.

A partir del dibujo se observa que:
h=5:c0522,5"=4,619m
b=2-x=2-5s5en22,5°=3,827m
El drea del octégono es el drea de ocho tridngulos iguales:

A=S-%E=4-b-h=?0,71 m?

@ Trigonometria Yy nOmeros complejos

Un pentagono regular estd inscrito en una circunferencia

de radio 10 cm, Calcula:
a) El area del pentagono.

b) El 4rea de la corona circular que forman dicha circunfe-
rencia y la circunferencia inscrita en el pentagono.

a) El dngulo central del pentdgono mide 72°. Si [ es el lado:
//2 =10sen36° =588 cm=/= 11,76 cm
La apotema mide: a = 10cos 36° = 8,09 cm
) 2 - 10sen 36° - 10cos 36°
2

b) El radio de la circunferencia inscrita es @ = 10cos 36° =
= 8,09 cm = A = 7(10° — 8,09°) = 108,54 cm’

= 237,76 cm’

Calcula el radio de la circunferencia inscrita y circunscrita a
un decdgono regular de 25 cm de lado.

circunferencia
inscrita

circunferencia

«—35¢cm .  Circunscrita

Este decdgono se puede descomponer en diez tridangulas
isosceles de dngulo desigual 36° y de lado desigual 25 cm.

El radio de la circunferencia circunscrita mide lo que uno de
los lados iguales de estos tridngulos, r..

El radio de la circunferencia inscrita mide lo que la altura de
uno de estos triangulos, r;.
12,5 125

= > =4045cm = =
sen 18 tg 18

=3847cm

Un club néutico dispone de una rampa para efectuar saltos
de esqui acuatico. Esta rampa tiene una longitud de 8 m
y su punto mas elevado se encuentra a 2 m sobre el nivel
del agua. Si se pretende que los esquiadores salgan
desde un punto a 2,5 m de altura, ;cuantos metros hay que
alargar la rampa sin variar el &ngulo de inclinacién?

Se ha de mantener sen o = 0,25 si el dngulo de inclinacién ha
de ser el mismo; asi, para saltar desde 2,5 m de altura se ne-
cesitaran 2,5/0,25 = 10 m, es decir, hay que alargarla 2 m.

Un trapecio regular tiene una altura de 4 cm y sus bases mi-
den 8 cm y 14 cm, respectivamente. Calcula su perimetro,
su drea y el valor de sus angulos.

+~—8m——»

t4cm

14cm ——

Como se observa en el dibujo, x = V4* + 3* =5, por tanto:
P=14+8+2-5=32cm
B+14
A=

-4 =44 cm’
2

Sus angulos agudos tienen por tangente 4/3, es decir, son,
aproximadamente, de 53,13°% y por lo tanto, sus angulos
obtusos valen, aproximadamente: 90° + 36,87° = 126,87°



—

En un circulo de 14 cm de radio, calcula el perimetro de un
sector circular correspondiente a un dngulo central de 40°.

40° son 40° - 1;%.. = 0,698 rad, por tanto, la longitud del ar-

co de circunferencia que determina un angulo de 40° en este
circulo de radio 14 cm es, aproximadamente:
140,698 = 9,77 cm
P=2:r+9772=37,77 cm
Calcula el drea del segmento circular correspondiente a un

angulo central de 115° en una circunferencia de 15 cm de
radio.

Debemos calcular el drea de la zona sombreada.

Calculamos primero el rea del sector circular y, a continua-
cion, le restamos el drea del triangulo isésceles cuyo dngulo
desigual mide 115° y sus lados iguales, 15 cm:

115

=—mn-15= i
Asscr = 35 ™ 225,80 cm

Ahora se calcula la altura del tridngulo correspondiente a uno
de los lados iguales:
h =15"sen 115°
Y el drea del triangulo es:
15-15-sen 115°
Astingio =~ ———— = 101,96 cm?
Por tanto, el drea del segmento circular es de:
A= 22580 — 101,96 = 123,84 cm’
Dos observadores ven el punto més alto de una torre bajo
un angulo de 58°y 75°, respectivamente, tal como indica la
figura. La distancia que los separa es de 25 metros. Calcula
la altura de la torre.

\ —75°
/ A
25m

Con el siguiente dibujo, podemos plantear un sistema:

tg 58° =

25—
h
tg 75 =

Se obtiene h = 28 m.

Observamos la cima de una montafia bajo un dngulo de

elevacién de 67°. Si nos alejamos 300 m, el angulo de ele-
vacidn es de 27°. Calcula la altura de la montana.

h

tg 67°=—

4 X
=

927" =300 + 2

= h(tg 67° — 19 27°) = 300 - tq 67°- tg 27° = h= 195,04 m

Para medir la anchura de un rio, dos amigos se colocan en

una de las orillas separados una distancia de 150 m. Los
dos miden el dngulo que forma su visual a un arbol, punto
de la orilla contraria con la recta que los une, y resultan 39°
y 75° tal como indica la figura. ;Cuél es la anchura del rio?

a
tg75°'=——
97> =50 —»
=a=998Tm

a
tg39°=—
9 X

Desde dos puntos distantes entre si 3 km se observa un

globo sonda. El &ngulo de elevacion desde uno de los pun-
tos, A, es 24° y desde el otro, B, 36°. ;Cuél es el punto mas
préximo al globo sonda? ;Y la altura del globo?

Del enunciado no se deduce si el globo esta situado en un pun-
to entre A y B, o si estd a un mismo lado de A y B. Como se ob-
serva en los dibujos, en cualquier caso estd mas préximo a B.

-+ 3 km Lo d -
A B

Caso a)
[tg 36° = h/d
=d

tg 24° = h/(3 — d)
Caso b)
Hay que resolver el sistema:
{tg 36° = h/d

tg 24°=h/(3 + d)

= 1,86 km; h =0,83 km

=d=4,75km; h=3,45km

3. Trigonometria | @



Desde un punto observamos la copa de un arbol bajo un
angulo de 40°, Desde ese mismo punto, pero a una altura
de 2 m, vemos la copa bajo un angulo de 20°. Calcula la al-
tura del drbol y la distancia a la que nos encontramos de él.

Como se observa en la figura, se puede plantear este sistema:
h
tg 40° =—
g X
h—2

tg 20°=
= hitg 40° —tg20°)=2-tg40°=h=353myx=421m

B El 4ngulo de elevacion del Sol sobre el horizonte es de 48°.
Calcula la longitud de la sombra que proyectard una estaca
clavada verticalmente en el suelo si su longitud es de 1,3m.
:Cuél seria la longitud de la sombra de la estaca si esta
estuviera inclinada 5° respecto de la vertical?

E
m
L
—

Si la estaca estd clavada verticalmente, segin la figura:
o 130
tg 48°

=117,05cm

Si la estaca estd inclinada «en contra del Sol» 5° respecto de la
vertical, segtin se observa en la figura:s = 5, + 5,
5,=130-sen5°=11,33 cm

_ 130-cos 5°
5= tg 48°

=s5=127,94 cm
=116,61cm

Si la estaca esté inclinada «hacia el Sol» respecto de la verti-
cal, seguin se observa en la figura:

_130-cos 5°

5;=130-sen5°=1133cm ;= tg 48° =11661cm

Por tanto: s = 105,28 cm

@ Trigonometria 4y nOmeros complejos

[Bl Desde un punto situado a una cierta distancia de la facha-
da de un edificio, observamos su punto mas alto bajo un
angulo de 49°, tal como se indica en la figura. Nos alejamos
60 m, bajando unas escaleras, y desde un punto 10 m por
debajo del anterior, vemos el mismo punto en lo alto del
edificio bajo un dngulo de 26°. Calcula la altura del edificio.

Sea h la altura del edificio y x la distancia del edificio al primer
punto de observacién, se puede plantear este sistema:

h
tg49°=;
=h=3344m
h+10
tg 26° =
x+60

Para calcular la altura de un mural, realizamos dos medicio-
nes desde dos puntos A y B, como se indica en la siguiente
figura. Calcula la distancia de ambos puntos al mural, y la
altura de este,

B 21m
Sea x la distancia del mural al punto B. Planteamos este sistema:
h
tg 70° = T
=x=111m,h=305m
tq 30° = h-1,2
9 x+2

La distancia de A al mural es de 3,21 m y la distancia de 8 al
mural esde 1,11 m.

La altura del mural es de h = 3,05 m.

Se observa la cima de un promontorio de altura 100 m bajo
un dngulo de 17°. Nos acercamos una cierta distancia y
entonces el dngulo de elevacién es de 30°. Calcula qué dis-
tancia nos hemos acercado.

100
tg17°=—;—=>x=327,085m

|- Jp— 1m -_
1930° = ———=d=15388m

Nos hemos acercado 153,88 m.



El poste central de una carpa se sujeta con cables al suelo.
En el punto de fijacién del cable con el suelo, el angulo que
forma el cable con el terreno, supuestamente horizontal,
es de 45°, y se gastan 2 m mas de cable que si el cable y el
terreno forman un angulo de 55°. Si hacen falta 6 cables
para realizar una sujecion segura del poste, averigua cuén-
to cable hace falta si gastamos la menor cantidad posible, y
cual es la altura del poste.

sen 55"=E
=x=12622ma=10339m

sen 457 =
x+2

Luego hacen falta 75,73 m de cable, aproximadamente y la
altura del poste es de 10,34 m, aproximadamente.

Queremos averiguar la anchura de un voladizo situado a
8 m de altura. Desde un mismo punto realizamos dos medi-
ciones y obtenemos los dngulos que se indican en la figura.
Calcula la anchura del voladizo.

a
E
o
44°
41°
X
tgare =2
g _-X
=a=092m
tg 44° =
9 X—da

Desde un barco A se divisa la luz de un faro bajo un angulo

de 45° y su base, que estd en una pequena elevacion de la
costa, bajo un angulo de 20°, Una barca, B, situadaa 15 m
del punto de la costa en que esta el faro, ve su luz bajo un
angulo de 65° Calcula cudnto mide el faro desde su base
hasta su luz.

d‘."\.l N
H ) ™ %
0 200 £
15m B A
H=1tg65°-15

Esta distancia es la misma que la que hay entre A y la costa,
ya que el angulo bajo el que se divisa la luz desde A es de 45°.

Por tanto, la altura del pequerio promontorio o elevacion sera:
H-a=1tg20°-tg65°-15=2a=H — tg 20° - tg 65° - 15 =
=19 65°- 15 — tg 20° - tg 65° - 15 = 20,46 m

Para calcular la altura de un puntoe P inaccesible, dos ami-
gos, A y B, han realizado las mediciones que se reflejan en
la figura. Sabiendo que el &ngulo OAB es recto, calcula la al-
tura del punto P, perpendicular al plano OAB.

Llamemos x a la distancia entre O y A. Llamemos y a la distan-
ciaentre OyB.

Se cumple lo siguiente: y* = 25% + x*

Llamando L a la longitud del segmento OF, tenemos este
sistema:

g 30° =
=x-1g30° =y tg25°
tg 25° =

Como y = V625 + i, tenemos que
X +1g30° =625 + x* - tg 25°

Resolviendo esta ecuacién se obtiene: x=34,244 m
yL=x1tg30°=19,77 m.

|~ x|~

En un tridngulo rectdngulo de lados 6 cm, 8 cm y 10 cm se
considera un punto P, que dista 1 cm del cateto més largo y
de la hipotenusa. Desde este punto trazamos perpendicu-
lares a los dos catetos, de forma que queda dibujando un
rectangulo. ;Cudl es la superficie de este rectangulo?

X

Observando los tridngulos pequenos de los dngulos indica-
dos, que son iguales por construccién, se observa que son
semejantes y semejantes al tridngulo mayor. Se puede
escribir:

y_m .10
1 8 78
L
6 8
—= =x=3

Si x = 3 cm, la base del rectdingulo mide 5 cm y su area,
5 cm’,

3. Trigonometria | @
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3.

4'

& 6.

7.

Evaluacion (pagina 97)

Calcula las razones trigonométricas del angulo « de este triangulo rectangulo.
@ =b*+c, portanto,a*=6"+ 8 =36 + 64 =100 > a=10

sena=-8—=0,8 tglr:u=E=i secu=£=£
10 6 3 6 3
6 10 3

cosaﬂﬁ= 0,6 coseca=?=1,25 cotgu=zﬂﬂ,?5

8cm
Si el coseno y la tangente de un dngulo son negativos, jentre qué valores esta el angulo?
Si el coseno y la tangente de un angulo son negativos, entonces el seno del angulo es positive.
Un dngula cuyo seno es positivo y cuyo coseno es negativo se encuentra en el segundo cuadrante de la circunferencia.

Por tanto, el 4ngulo se encuentra entre |os valores 90° y 180°, ambos no incluidos.

Halla los posibles valores de las siguientes razones trigonométricas sabiendo que cotg o = 1.
a) sena b) cos(180° + a) c) tg(90° + @)
d) ;En qué cuadrantes puede estar a? ;Qué valores puede tomar? Da tu respuesta en grados y en radianes.

= 1.Portanto,tga = 1y sena = CoS .

V2

2
ﬂ} sena=-2—nbiensenu= _T

1
Como cotg a = 1, entonces
fga

2 2
b) cosa = =T o bien cos e = _TJ! =5 cos(180° + a) = —cos o = cos(180° + a) = =g o bien cos(180° + o) = =

¢) tg{90°+a)=—cotga=—1
d) La cotangente es positiva en el primer y tercer cuadrante, entonces puede estar en cualquiera de los dos.
5
o = 45°="rad o bien & = 225°=""rad
4 4
Comprueba que se cumplen las siguientes identidades.

2

sen(2mw — a) -cus(—a + E)
a) cos(% - a) +sen(m —a) + cos(2m — o) - sen(i— = o:) =1 b) = —sena

sen(m — )

T T ; 2 2
a) cos —;-{ —a |= sen o, sen{w — a) = sen o, Co5(27™ — o) = cos ay sen 5 o | = cos a. Sustituyendo resulta: sen‘a + cos'a = 1

—sena-seno

w P
b) sen(2m —a)= —sena, cos( =i ;'!—) = sen o y sen(w — o) = sen a. Sustituyendo resulta: e =—sena
o

3
En un tridngulo isésceles, el seno del dngulo desigual es 3" iCudles son las posibles medidas de los dngulos?

1
Los dngulos cuyo seno es 3 son 30° y 150°. Los dos son angulos validos para un tridangulo.

Como el tridngulo es isésceles, los otros dos lados son iguales, por lo que los posibles dngulos para los triangulos son:
A=30°8=75€=75 A =150°B8=15,C=15°
Calcula el area y el perimetro de un octégono regular inscrito en una circunferencia de 5 cm de radio. Utiliza GeoGebra para rea-
lizar la construccién y comprueba que se obtiene el mismo resultado para el drea que el obtenido mediante trigonometria.
360° 45° X

680 =45° 2 =225" sen 22.5“=E=:x= 5-sen 22,5°=1,913cm

P=1913-16=130,61 cm

a
cos 22,5 = ~5£ =a,=5c0s22,5°=462cm

_P-a, 3061462
2
Marta observa el punto més alto de la torre Eiffel, de 324 m de altura, bajo un éngulo de 60°. Su amigo Cristian le recomienda
que mire bajo un dngulo de 45°, ;Qué distancia debe alejarse?
: i ; 324 324
Primero se calcula la distancia a la que se encuentra: tg 60° = ——= x = =
X tg 60
324 g 32
d+187,06° ° tg45°

A =70,71 cm?

=187,06 m

Despusés se calcula la distancia que se debe alejar: tg 45" = — 187,06° = 136,94 m

@ Trigonomelria y nOmeros complejos



Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Razones trigonométricas del angulo doble (pagina 102)

En el video se muestran las demostraciones de las formulas que
permiten calcular el coseno y la tangente del dngulo doble.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital estas demostra-
ciones paso a paso o para que los alumnos puedan repasarlas
mas tarde.

Teorema del seno (pigina 107)

En el archivo de GeoGebra se puede comprobar que las longitu-
des de los lados y los senos de los dngulos opuestos son propor-
cionales y que la razén de proporcionalidad coincide con la lon-
gitud del didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital las relaciones
entre los lados y las razones o para que los alumnos puedan de-
ducir estas relaciones por si mismas.

Teorema del coseno (pagina 108)

En el archivo de GeoGebra se puede comprobar que |a relacién
entre |os lados y el coseno de uno de los angulos de un tridgngulo
cualquiera.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital estas relaciones
entre los lados y los dngulos de un tridngulo o para que los alum-
nos puedan deducir estas relaciones por si mismos.

Sistema de ecuaciones trigonométricas (pagina 115)

En el video se muestra paso a paso como resalver el sistema de
ecuaciones trigonométricas propuesto en el ejercicio resuelto.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital cémo debe re-
solverse este tipo de ejercicio o para que los alumnos puedan re-
pasar el procedimiento mas tarde.

Actividades (paginas 101/112)

Hl Calcula las razones trigonométricas de un angulo de 15°,
conociendo las de uno de 45° y las de otro de 30°,

(Ve-V2) .. (VesVd)
* -'—4'_"':

sen 15°= ——, cos 15°
2 S

tg15°=2-V3

5
Sabiendo que cos e = -"jl"3—,' que el angulo « pertenece al 3.

3
cuadrante, que sen = 5 Y que B pertenece al 2.° cuadran-

te, calcula sen (o + ) y cos (e — B).
33 16
sen (e +B) = 65" cos (e —PB) = T
Calcula el coseno y la tangente del &ngulo de 75° utilizando
las razones trigonométricas de 30° y 45°. Comprueba des-
pués el resultado utilizando una calculadora cientifica.

€05 75° = cos (30° + 45°) = cos 45°- cos 30° — sen 45°- sen 30° =

z 2 2 2 4
14—

tg 75° = tg (30° + 45°%) = 1t_g :;;; t_gt;t:on = \/f =
"V

=2+\3

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Procediendo de forma analoga a como se hallé tg (« + B),
tga—tg B
T+tga-tgp
sen(a—PB)  (sena-cosP — cosa- senP)
cos (o — B) - (cosc - cosp + seno-senf)
Dividiendo todos los términos por cos a -cos B, queda:
(tgo —tg )
(M+tga-tgp)

H Conociendo las razones trigonométricas de m/6, calcula las
de w/12.

o) VB () Yo

oy
12 2

demuestra que: tg (a — p) =

tgla—B) =

tgla — B) =

to(Z)=Vr-av3

12 3 "
[ sisena= T ym<a< Tﬂ, calcula las razones trigono-

métricas del angulo doble y del angulo mitad de a.

sen 2a =—1-2—0, Cos 2a = — L w, tg2a= —@,
169 169 119
- (3) - ﬂ, i (3) __ Vs % (5) -
2 13 2 13 2 2
Demuestra.
2tge

a) cos2a=cos’a—sena  b) tg2a=

1—td’ o
a) cos 2a = cos (o +a) = cos o+ COS o — Sen o * sen o =
=cos’a —sen‘a

_ sen 2o

bty 2= 2seno - cosa

cos2a  (cos’a — sen’a)

Dividiendo el denominador y numerador de la fraccién
2tga

(1—-tga)

sen3x+senx 2

sen3x—senx 1-—tg’x

entre cos’ a: tg 2a =

B Demuestra la igualdad:

sen3x + senx _ 2sen [(3x + x)/2] - cos [(3x —x)/2]
sen3x—senx  2cos[(3x +x)/2] - sen [(3x — x/2]
_2sen2x-cosx _tg2x _  2tgx T2

" 2cos2x-senx tgx 1 -tg’x tgx 1-tg'x

H calcula.

cos 105° — cos 15°
cos 105° + cos 15°
san 70° + sen 50°
R d) 2,5° 5
b) o8 70° - con 50° ) cos 52,5°-cos 7,5

€05 105° — cos 15°

sen 100° + sen 40°
cos 100° — cos 40°

a) cos 105° + cos 15°
_ —2sen [(105% + 15°)/2] - sen [(105° — 15°)/2]
2cos [(105° + 15°)/2] - cos [(105° — 15°)/2]
—2sen 60° - sen 45° "
"~ 2c0s60°- cos45° ~tg 60" = -V3
b) sen 70° -+ sen 40 -

cos 100° — cos 40°

_ 2sen[(70° + 50°)/2] - cos [(70° — 50°)/2]
2cos [(70° + 50°)/2] - cos [(70° — 50°)/2]
2s5en 60° « cos 10°

=———————— =tg60° =3
2cos 60° - cos 107 V_

4. Trigonometrio Il m



sen 100° + sen 50°
cos70° + cos 15°
_ 2sen [(100° + 40°)/2] - cos [(100° — 40°)/2]
"~ (—2sen [(100° + 40°)/2] - sen [(100° — 40°)/2])
2sen 70° - cos 30°

(4]

- —2sen 70° - sen 30° =g '_VE
105° 15°
d) cos 52,5° - cos 7,5° = cos > - Cos 5=
—l{ 60° + cos 45°) = . +VE
= 2 COs ¥ 2

[l Demuestra.

a) La férmula de la conversién de la diferencia de senos en
productos.

b) La férmula de la conversién de la diferencia de cosenos
en productos.

a) Partiendo de las ecuaciones del seno de la suma y de la
diferencia:

sen (o + B) —sen{e—B)=2senP - cosw
Llamando @ + B = Ay « — B = B, tenemos que

A+B A—B
i YR = 3 , con lo que;

o

RO
2

b) Partiendo de las ecuaciones del coseno de la suma y de la
diferencia:

cosla + B) —cos (e — B) = —2sena-senP
A+B

A+
sen A —sen B = 2 cos

Llamandoa + B =Aya — P = B, tenemos que o =

yp= 2 . con lo que:

A—-B
2

A
cosA —cosB=—2sen

Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) sen3x=1 b) senx = cosx ¢) cosecx= —2

alsen3x=1=23x=90°+ k- 360° = x=30° + k- 120°,
ke?Z
b)senx=cosx=tgx=1=x=45"+k-180%°kE Z
1
sen x
x= 210"+ k- 360°
[x=330"+k-360°

1
==daksen X =
= 2

kez

[B Resuelvecos’x—3cosx+2=0
cos’x —3cosx+2=0
3 :\/1_: [cosx= 2 No puede ser
2 cosx=1=x=k-360° kE Z

Cosx =

Resuelve sen x + cosx = 1
senx +cosx=1
senx+ V1 —sen’x=1=11-sen’x=1—senx
=1—sen’x=1—2senx +sen’x=>2sen’x—2senx=10
=senx(senx—1)=0=senx=00senx=1
=x=k-3605kEZ x=180"+ k- 360 kE Z,
x=90°+k -360°kEZ

De estas soluciones solo son validas para que se cumpla la
ecuacion inicial:

x=k-360°kEZ x=90"+k-360°kEZ

@ Trigonomelria y nimeras complejos

Resuelve tg x-sec x = V2
tgx - secx = V2= senx = V2cos’x
senx — V21 — sen’x) = 0= V2sen’x + senx — V2 =0

1
senx =——
o o Vo 5 V2
= enx=——
=
2V2 sen x = —— No es posible.
V2
Por tanto:
X = 45° + k- 360°
x =135+ k- 360°
Los lados de un tridngulosona=2cm, b=7cmyc=8cm,

Calcula sus dngulos.
49+64—4 109

I a=b"+c—2bccosA=cosA=
2:7-8 112

= A=13"17'2824"=133"°
4+64-49 19

2= — = =
i bP=a*+c—2accos B= cos B ey =

= B = 53°34'3513"=53,6°
4+49-64 11

e + b - = i
I c=d+b'—2abcosC=cosC .57 =

= C=113"7'56,63"=1131°
Los lados a y bde un tridngulo miden, respectivamente,

7 em y 5 cm, y el dngulo comprendido entre ambos, C, es
de 45°, Calcula el valor del lado c.

C=a+b —2abcosC=>"=49+25—-2-7 5 cos 45°
=c=4,95cm

Dos lados de un paralelogramo miden 6 cm y 8 cm, y forman
un dngulo de 100°. Calcula la longitud de sus diagonales.

B d=6"+8-2-6-8c05100°=d, =108cm

€ d,=6+8 —2-6-8cos80°=d,=971cm

Desde un punto, A, se divisan otros dos puntos, By C, las
visuales forman un &ngulo de 52°29. Se sabe que By C dis-

tan entre si 450 m, y que A y B estdn separados por 500 m.
Averigua la distancia que hay entre Ay C.

Aplicando el teorema del coseno se obtiene:
450" = 500° + x* — 1000x cos 52° 29’
Resolvemos la ecuacidn y obtenemos:
x=51714m
{x =09185m

Dado el pentdgono regular de la siguiente figura, averigua:
¢B.dya.

¥ El dngulo central que abarca un lade mide 72° por lo que:
&c=2:22-2:2-2"cos72°=c=235am
1 B =180°—72°=108°
d?=2:22-2-2-2-cos144°=d =380m
1 El dngulo inscrito que abarca un lado mide la mitad del
central, es decir, « = 36°.



Ejercicios y problemas (paginas116/120)

Identidades trigonométricas

Si sen 40° = 0,6428 y sen 15° = 0,2588, ;se puede deducir
que sen 55° = 0,90087

No, porque sen 55° # sen 40° + sen 15°

Razona qué es mayor, sen 2 0 25en .

Dado que sen 2a = 2 sen « - cos a, podemos observar las si-
guientes situaciones:

Sia € 1. cuadrante, sen 2a < 2 sen o, ya que cos o es positi-
vo y menor que 1.

Sia € 2.° cuadrante, sen 2o < 2 sen «, ya que cos o < 0.

Si @ € 3.% cuadrante, sen 2a > 2 sen o, ya que sen a <0 y
cos a < 0, luego el producto sen « - cos e > 0.

Si o € 4.° cuadrante, sen 2a>2sen o, yaque 1>cosa > 0
al multiplicar por sen o < 0 da un resultado menor en valor
absoluto y, como es negativo, sen 2a es mayor que 2 sen a.

También puede utilizarse la representacién geométrica.

. " w
Conociendo las razones trigonométricas de T calcula
™
las de —.
8

a
T="chs==

T 4 2—\/_ 2-12
Sen_* 2
1+cos— T
Cl}54 2+\/— 24 2
l'._ﬂs-= 2 2
e o V2 =V3-212
8 2+V2

El seno de un @ngulo del segundo cuadrante vale 3/5. Calcu-
la las razones trigonométricas de su angulo doble.

; 3 4 3
Slsencx=§ =5 ccsaz—; y tga=——

4
24 7 24
sen 2a = _-l-’g' cos 2::* —, tga= 5

Sin utilizar la calculadora, halla el valor de:
a) sen 105° b) cos 165° c) tg 285°

a) sen 105° = sen (45° + 60°) =

_Va(1+13)

=sen 75°
4

—V2(1+V3)
4

b) cos 165° = —sen105° =
=-2-13

z 2
Calcula tg a si tg 2 = 3 y a pertenece al tercer cuadrante,

Aplicaremos: tga = Lo da
P A V 1+cos2a

Sera necesario, en primer lugar, calcular cos 2«, dado que
1+ tg” 2a = 1/cos’ 2a, se obtiene:

cos2a= —3/\/13
y sustituyendo:

Y L1 <L) —
1-(3/V13)

¢) tg 285° = —tg 75° = tg 105° = tg(45 + 60)

Si & es un angulo del que se conoce que w2 < a < T, y
tg o = —10, calcula sen (7 + a), cos (7 + o) y tg (7 + «).

sen (7 + a) = —0,995, cos (7 + a) = 0,0995,

tg(mw +o)=-10

Sabiendoquesena =3/4, 2 <a<mycos 3 = —=1/3,
/2 < B < =, averigua:

a) sen 2a, cos 2a y tg 2a

b) sen (a + B), cos (o + B) y tg (a + B)

€) sen(a/2)ycos2 P

a) sen 2a = —0,992, cos 2a = —1/8, tg 2a = 7,937
-3-2V14 V7-6V2

b) sen (o + B) = 5 2 ,

. €os (o + ) =

tgla+p)=128
¢) sen (a/2) = 0,91, cos 2 = —7/9
Sabiendo que dos angulos son agudos y que sus tangentes

son 3 y 0,75, respectivamente, calcula el seno de su suma,
el coseno de su diferencia y la tangente de su semisuma.

sen (o + B} = 0,95
cos (a — B) =0,82
tg ({a + B)/2) = 1,39

Sabemos que tg @ = 14/5, &« < 7, y que sen B = —2/7,
w < [ < 3w/2. Averigua:

a) sen 2a, cos 2oy tg 2a
b) sen (B/2), cos (B/2) y tg (B/2)
) sen (o + B), cos (@ — B) y tg (2 + B/2)
a) sen 2a = 0,63, cos 2 = —0,77,tg 2a = —0,82
b) sen (B/2) = 0,99, cos (B/2) = —0,14,
tg (B/2) = —6,85
¢) sen (o + B} = = 0,99, cos (o — B) = —0,59,
tg (2a + B/2) = 1,66

Si cos a=3/5 y a es un éngulo del cuarto cuadrante y
sen b=4/5y b es un angulo del segundo cuadrante, calcula:

a) cos (g + 90“') d) sen (a—b) f) cos (%)
b) sen (2a + 2b) e) tg 2a h) tg (%)
¢) tg(180° —b) f) tg (% = 2b) il tg3a
njsen( ) \/1—cosa \/1—3.’5 1
2 Vs
cos( +90° | = (;) - cos 90° — sen (%] -sen 90° =
=

sen(z) I—v,g

b) cosa=3/5 = sena=—4/5
sen2a=—24/25 y cos2a=—7/25
senb=4/5 = cosb=—3/5
sen 2b= —24/25 y cos2b=—7/25
sen (2a + 2b) = sen 2a- cos 2b + sen 2b cos 2a =

___24.:_?_ __24.___-'{-—054
25 25 25 25 ¢
senb —4
< tgchosb'_ 2
tg 180° —tg b s 4
g —tg
tg (180° —b) = = -
gl ) 1+tg180°:tgb 3
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d) sen(a—b)=senag-cosb—senb-cosa=

— e %3

5 5 55
2tga 24
e

f tg(b)- 1—cosb=ﬁ=2

2) Vi+cosh
24
tg 2b= 7
b 2-—24/7 —-10
tg(_z"zb)_ 1+2-24/7 55
) (E)— 1+cosa _ —2 ~2Vs
g) cos| —5 s z
h) Véase el apartado f).
. - _ tgla+tga -
PagiastgRatgs 1-tg2a-tga

24 ( —4)

_+ —

7 3 44

AL B T

7 3
Comprueba que es rectangulo todo tridngulo ABC que veri-
fique lo siguiente:
senB+senC=cosB +cosC

Es evidente, dado que si el triangulo es rectdngulo en A,
senB=cosCysen C=cosB.

DemuestraquesiA+B = %, se cumple que:
(sen A + senB) - (cos A + cosB) =1 + sen 2A
SiA+8= % se cumple que sen B = cos A y cos B = sen A.

Entonces:

{sen A + sen B) - {cos A + cos B) =

=senAcosA +senBcosA +senAcosB +senBcosB=
=senAcosA + cosAcosA+senAsenA + cosAsenA =
=2senAcosA + cos’ A+ sen*A =sen2A + 1

Queda, entonces, demostrado.
Demuestra las siguientes igualdades.

a) sen’ (i . e

. 4cos? | X
2

cos(a+b)—cosla—b) _
senla+b)+sen(a—b)
cosa+(cos3a)/3 _ 1

b)

—tgb

% sena—(sen3a)/3  tg’a
X x\
1—cos’x  sen’x [2sen (E)'cas (E)] _
™ ,x  1+cosx 21+ cosx)
4 cos 5 4- ?

el orf)
-]

&)y
4sen(2) COoS' - 1(3)
=sen’| —
2-2cosz(%) 2

@ Trigonometria y nOmeros complejos

cos{g+b)—costa—b)
sen(a+b)+sen(a—b)

b

S

a+b+a—=b a+b—a+b
s5en
2 2
a+b+a—b_msa+bua+b
2 2
B —sena-senb__t b
sena-cosb 9

—2sen

2 sen

¢) cos3a=4cos’a—3cosa

sen3a=3sena—4sen’ a
Sustituyendo:

cos 3a

1
cosa+ cosa+§{4c053a—3cosa)

sen 3a

1
sena-— sena—§(35ena—4senia)

4 3 4 3
CDS{J+‘§COS a—cosa —3‘505 a 1
- — =Cot 33:
E 5 4 9 tg
SE!"IG—SEI'IG'FE'SE!"I a

3
—sen a
3

tg2a  sen(a—b)
(1+sec2a) cosa-cosh
Simplificamos la primera fraccién:

Simplifica —(tga+tgb)

sen 2a sen 2a
tg2a  cos2a  cos2a
1+sec2a_1+ 1 cos2a+1
cos 2a cos 2a
2senacosa _2senacosa

= - =tga
cos’a—sen’a+sen’a+cosia 2cos’a 9
Simplificamos la segunda fraccién:

sen(a—b) senacosb—senbcosa _

cosa-cosbh cosacos b
_senacosb senbcosa_t SR
= Cosacosb cosacosb 2 9
Sustituimos estas expresiones en la expresién global:
tg 2a sen (a —b)
- —(tga+tgb)=
1+sec2a cosa-cosb 9 g

=tga—({tga—tgb)—(tga+tgb)=
=tga-tga+tgb—tga—tgbh= —tga
Comprueba que se verifican estas igualdades.
a) sen 44° — sen 22°=—2 cos 147°-sen 11°
b) cos 70° — cos 50° = 2 sen 300° - sen 10°
¢) sen 75° — cos 75° = 2 cos 45° - sen 30°
a) sen 44° —sen 22° =2 cos 33°-sen 11° =
=2(—cos 147°) -sen 11° = —2cos 147°-sen 11°
b) cos 70° — cos 50° = —2 sen 60° - sen 10° =
= —2(—sen 300°) - sen 10° = 2 sen 300°- sen 10°
c) sen 75° —cos 75° =sen 75° — sen 15° =
= 2 cos 45° sen 30°
Transforma en productos las siguientes sumas.
a) sen 100° + sen 20°
b) cos 100° — cos 20°
¢) cos 70° + cos 50°
a) 2 sen 60° - cos 40°
B) —2 sen 60° sen 40°
¢) 2 cos60°-cos 10°




Sin utilizar la calculadora, halla:

sen 40° + sen 20° 2 i
a) cos 40° + cos 20° ¢) cos 75°-cos 15

sen 110° + sen 50°
b e *
) P T —p——— d) sen 75°+ cos 15

@ sen 40° + sen 20° s 2 sen 30°-cos 10°
2 sen 30°-cos 10°

= P= —
cos 40° + cos 20° L B

sen 110°+sen 50° 2 sen 80°- cos 30°

b =z =
) cos 110°—cos 50° —2 sen 80°: sen 30°
= —cotg30°=—1/3
90° + 60" 1
¢) cos 75° cos 15‘=u=—
2 4
sen 90° + sen 60°
d) sen75°-cos 15" = —— = =

_1+V32 _2+V3

2 4

[ Sin utilizar la calculadora, averigua el valor de las siguien-
tes expresiones.

a) sen 105° + sen 15° -tg 15°
cos 105° — cos 15°

b) (sen 75° - sen 45°) - (cos 75° - co5 45°) + (1 — cos 159
sen 105° +sen 15°

Y s 105 —cosiy B

~ 2sen60°- cos 45°
~ —2sen 60° sen 45°

tg45°—tg30°
1+1tg45°-tg30°
V3

1-—

=1 % =V3-2

TH—
3

b) (sen 75° - sen 45°)- {cos 75° - cos 45°) - (1 — cos 15%) =

- tg (45° — 30°) =

—cotg 45° -

1 1
- E(sen 120° + sen 30°) - > (cos 120° + cos 30°) -

- [1— cos5 (45° = 30°)) =
1 (V3 1) (-1 V3
=— | ——= | | — b ——] .
4 2 2 2 2
+ (1— (cos 45° - cos 30° + sen 45° - sen 30%) =

l.l,(1 _(ﬁ+ﬁ))=l_(_@+ﬁ)

4 3 PR 8 32

H] Calcula la expresién de tg 3a en funcién de tg a. Aplicala
para a=45°.

2tg
tg2a+tga 1—tgla-{-mcI
= -+ —— s =
tg3a=1tg(2a+a) T={g. 30 0 o Ataa =
1-tg’a g

_2tga+tga—tg’a 3tga-tg'a
~ 1-tg’a—2tg’a 1-3tg’a
3tg45°—1tg’45 3-1
1-3tg’45 1-3
Halla sen 2x si sen x — cos x = 1/3
Basta con elevar al cuadrado los dos miembros de la igualdad.

tg 135°=1tg (3+45°) = =1

1 1
(sen x — cos x)? =5= sen’x — 2senx - cosx + cos' x = s

1 1 8
2y 2 oA 2= — x=1]——=—
(sen® x -+ cos” x} — sen 2x 9 = sen 2§

Ecuaciones trigonométricas
Resuelve.

ajtgx= '\f.’- d) sen (x/2) = V2/2

e) (—-1—7-——-1
cos(x—— )=

f) cosec(x + ) = -2
a) x =60° + k- 180° d)[x=90“+k»?20°

b) secx=2

c) cotgx = —1

x=270° + k- 720°

b) [x=60° + k- 360° e)x=3m2+k-2n

[x = 300" + k- 360°
c) x=135"+k-180° fl [x=w/4+k 2nw
{x=3'rrf4+k-2w
Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas.

h) senx — L = ——
sen x 23

i) senx+2=3cos2x

a) cos 3x = sen 30°

b) cos (4x — m) = —1/2

+ cos® x

x
c) sen 2x = cos x i 1=sen

d) 2sen’ x + senx = 1/2 k)cos2x+5cosx+3=0
sen® 2x

e) senx + cosx=1\/2 n +cosix=1

f) cosx—cos3x=0 m) 6cos’x+cos2x =5

3
g)senx — cosx = ‘/;

a) cos 3x = sen 30“=:c053x=}£=>3x=60°+k-360"

2tgx

ll} cosx—m=

= 3x=300° + k - 360°, es decir:
x=20"+k-120°
x=100°+k-120°

ke Z

b) cos (4x—7m) = —%

El coseno de esta diferencia se puede escribir como:

1 1
€os 4x cos T + sen 4x sen = _E: —cosdx =——

2
Es decir:
1 4% =60+ k- 360°
wsd=— =
2 4x=300° + k- 360°
Por lo que las soluciones de la ecuacién son:

=15°+k-90°
X

ke Z

ke Z
=75+ k-90°

¢} Se sustituye sen 2x y se obtiene:
2senx-cosx—cosx=0=cosx(2senx—1)=10
De lo que se deduce:
cosx=0=x=90°+ k- 180°
x=30°+k-360°
JkeEZ
x=150°+ k- 360°
d) Reduciendo a comun denominador se obtiene la ecuacion
de segundo grado:

2senx=1=>{

4senx +2senx—1=0

Se resuelve y se obtiene:
345 [x= 38,17° + k- 360°
—_

senx= ke Z
2 x=141,83" + k- 360°

5
< —1, no hay solucién.
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e) Se eleva al cuadrado |a ecuacion y se obtiene:
T+sen2x=2=sen2x=1=x=45"+ k- 180"
Hay que verificar la solucién, porque al elevar al cuadrado
se obtiene una ecuacidn cuyas soluciones son validas para
2y V2, y se observa que es cierta si k es un ndmero
par, por lo tanto:
x=45+ k- 360 kEZ
f} Transformamos la suma de cosenos en producto:
—2sen2x-sen{—x) =0=2sen2x -senx =0
De lo que se deduce:
sen2x =0= x =k 90°
{mnx=0=)x=k-180" kEs
Estos dos conjuntos de soluciones se pueden englobar
comox=k-90° ke Z

3
g) senx —cosx=\/;

Para resolver esta ecuacién se puede elevar al cuadrado y
solucionarla, teniendo en cuenta que aparece la expresion
del seno del 4ngulo doble. Hay que remarcar la necesidad
de comprobar las soluciones.

sen’x + cos’x — 2 sen X cos x =g—
= 1 —5en 2x=i=asen 2= —1
2 2
= {2xr2?0°+k-360‘=>x=105°+k-380°
2x=330°+ k- 360° = x=165"+ k- 180°
Debemos comprobar las soluciones:

kel

3
sen 105° — cos 105° = ‘/—; x =105 es solucién.

sen 285°— cos 285° = —\/%. x=105°+ 180" no es so-
lucion.

105° + 360°, sen 465° — cos 465°= \/%

En general:
x=105+k-360° k€& Z es solucion.
Lo mismo ocurre con 165° + k - 180° solo son soluciones
aguellas gue resultan de sumar a 165° giros completos,
por lo que las soluciones de la ecuacién son:
x= 105"+ k- 360°
x=165°+ k- 360°

ke Z

1 1
1) senx— =——
) Senx 2V3

Reduciendo a comin denominador, resulta:

2V3senx +senx—2V3=0
Resolviendo la ecuacién de sequndo grado, se obtiene:

_2
V3
senx=
<ﬁ
2

2
B §jsen x = ——— < —1, x no tiene solucidén.
V3

i 3 o :
i Sisenx= =% tenemos las siguientes soluciones:

[x=60 + k- 360 ke z

x=120°+ k- 360°

@ Trigonometria y nOmeros complejos

il senx+2=3cos 2x

Se sustituye cos 2x y se expresa la ecuacién en funcién de
sen x para conseguir una ecuacion de segundo grado.

senx+2=3 (cos’ x — sen’ x)
= senx+2=3(1—2sen’x)
=6sen’x+senx—1=0
Las soluciones son:

1 X =19,47° + k- 360°
I senx=— = ke f
3 x=160,53°+ k- 360°

1 X =210°+ k- 360°
Isenx=—-—— = ke 7
x=330°+ k- 360°
sen 2x
jl 1= - +cos’x

Se sustituye sen 2x y se obtiene:
1= sen x cos x + cos* x
=1—cos’x—senx-cosx=0
= sen’x—senx-cosx=0
=senx(senx—cosx)=0
De lo que se deduce:
{senx=0
Sen X = Cos X

Las soluciones son:
x=k-180°
{x =45°+ k- 180°

k) cos2x+5cosx+3=0

Se sustituye cos 2x, y se expresa la ecuacion en funcion de
COs X:

cos’x—senx+5cosx+3=0
=2cos’x+5cosx+2=0
Se resuelve la ecuacién y se obtiene:

1 x =120°+ k- 360°
COsX=—— = keZ
< X =240° + k- 360°

La otra solucidn de la ecuacidn, cos x = —2, es imposible.

sen® 2x

+cosix=1

U}

4sen’xcosix+2cos'x=2
=4senxcos’x+2(1 —sen’x)=2
=4sen’xcos’x—2sen’x =0
=2sen*x(2cos’x—1)=0
De esta igualdad se deduce:

senx=0

cosx= iﬁ

2
Las soluciones son:
{x=k-180° ke Z
x =45+ k- 90°
m) 6cos’x+cos2x=5
= 6cos'x+cos’x—sen’x=5

= 6cos’x+cos’x+cosix—1=5

3
=805’ x=6=>Co5X= :—2—

=}{x=30"+k-180 _

x=150°+ k- 180°



. sen x .
n) Si se expresa la tg x como , 5e obtiene:
Cos X
2senx 2senx
Cos X Cos X
cosx— ————— =0=cosx — =0
sen’ x 1
T >
cos* X cos" X
2 sen x cos® x
= tosx——=0=cosx—2senxcosx=0
COS X
Sacando factor comun:

cosx=10
1—2senx=0

La solucién cos x = 0 no es valida, pues entonces no existe
tg x:

cosx (1 — 2 senx) =0=:-{

ez

1
1=2sinx=0=3sinx=—=

{x=3{)°+k-36(}°
2

x=150°+k- 360°

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) {Ssenx+ 15cosy= —1
10senx— 20cosy =13

X 1
b) |sen’ = —seny=—
) 3 ey

1
cosx + cos‘y:z

c) [2cos2x=1tgy
{4sen12x—2tgy= 1

a) Al reducir el sistema se obtiene senx = 0,7 ycosy = —0,3,
por lo tanto:
Xx=44427°+ k- 360°
[x= 135,573° + k- 360°
y=107,458° + k- 360°
[y= 252,542° + k- 360°

b) Sustituyendo el seno del dngulo mitad en funcién del
coseno y operando, se obtiene:

{2 cosx+4cosy=1
—4cosx+4sen’y=3

Zy

kez

Dividiendo la segunda ecuacién por 2 y sumando las dos,
se obtiene:

5
ZSen’y+45eny=-2-=a4sen2y+85eny—5=0

Resolviendo esta ecuacién, se obtienen dos soluciones pa-
ra el seno de y, 1/2 y —5/2, que por ser menor que —1, no
puede ser solucién. Por tanto:

1—4seny 1

1
seny == cosx = 3 3

Las soluciones son:
[x='!20 +k-360° | ﬁ=3o + k- 360

X =240°+k-360° ’ =150°+ k- 360° ’

ke Z
¢) Se sustituye tg y en la segunda ecuacion:
4sen’ 2x— 4 cos 2x=1=> 4(1 — cos’ 2x) — 4 cos 2x =1
Se ordena y se obtiene una ecuacion de segundo grado:
4cos’2x +4cos2x—3 =0,

1 3

Sus soluciones son cos 2x = Ey cos2x = "5 (solucion no
valida).

1 =30°+k-180°
Sicos2x= - = TR T k

2 x=150°+k- 180"
Como 2 cos 2x = tg y, tenemos que: tgy = 1
=y = 45"+ k- 180°

=4

Resolucion de triangulos. Teoremas del seno y del coseno

;Es posible resolver un triangulo sabiendo que @ =30 cm,

A=110°y B=80°? ;Por qué?

No, porque A + B> 180°.

Demuestra que el teorema del coseno equivale al teorema
de Pitagoras cuando el tridngulo es rectangulo.

Suponemos el triangulo rectangulo en A, el teorema del co-
seno para el lado a;

a® = b*+ ¢ — 2bc cos 90° = b® + ¢? (teorema de Pitagoras)

Resuelve los tridngulos de los siguientes casos, ayudando-
te de su construccién gréfica:

ala=5 b=4 c=7

b) A=45° a=8 b=10

¢) A=35° B=48° a=11

d) A=30° B=100° C=50°

e) A=35" B=48° c=11

a) Es un triangulo posible dado que la suma de dos cuales-
quiera de los lados es mayor que el otro lado.

a'=b'+cl—2bccosA = A=4442°

b*=a*+c*—2accos B = B=34,05"

ct=b*+a*—2bacosC = C=101,53°
a b

b, = B=62,11°
jseru'l senﬂ= a2
A+B+C=180" = C=7289°
a
send  snC g=10:s1 am
¢) A+B+C=180° = C=97°
a b
e = b=11,56cm
a

C
= = c=1544cm
send  senC

d) Existen infinitos tridngulos,
e) A+B+C=180" = C=97°

a
senA  senC =Gl
b ¢

= = b=824cm
senB senC

Resuelve los siguientes triangulos.

a) a=10cm b=7cm c=13cm
b)a=10cm b=7cm B=30°
c) a=10cm b=7cm Cc=80°
dla=10cm B=30° c=80°

a)a’=b'+c*—2bccos A = A= 49,58°
b=a'+c?—2accos B = B=32,20°
c’=b"+a’—-2bacosC = C=09821°

a b

= A=45,58"
sen B

A+B+C=180° = C=10442°
b —
senB  senC

,

a

sen A senB

A+B+C=180° = C=1558"
b

\sen B senC

sen A
b) Primer triangulo:

= ¢=13,56cm

= A=13442°

Segundo tridngulo:

= c=3,76cm

4. Trigonometrio I @



c) c’=b"+a*—2bacosC = c=11,17cm
a ¢

senA  senC
-
senB senC

d)A+B+C=180° = A=70°

a b

= A=6184°

= B=38,16"

= = b=532cm
senA  senB
a C
— = c=1048 cm
senA  senC

Calcula una cualquiera de las alturas de los tridngulos
resueltos en el ejercicio anterior y utilizala después para
calcular su area.

Para resolver este ejercicio hemos calculado la altura corres-
pondiente al vértice A en todos los casos.

a) sen B =% = h=693 = Area=3465cm’

b) Primer tridngulo: h =678 cm = Area=339cm’
Segundo triangulo: h =1,88cm = Area=94cm’

¢) h=689cm = Area=3445cm’

d}h=524cm = Area=26,2 cm’

Calcula el érea de cada uno de los tridngulos siguientes, sa-

biendo:

alb=30cm, A=50"yB=74"

b)a=41cm, C=45"yB=75"

cJa=18cm,b=15cm, C= 19° 42’

dla=6cm,b=12cm, A=17"30

e)la=33cm,b=24cm,c=20cm

g 30 - sen 56°

sen 74°
b 30 - sen 56° ”
Area = e senA =15 p——r— sen 50° =

= 297,30 cm’

41 - sen 45°

b)e=——"—
) sen 60°

a 41 41 - sen 45°
Area=5-c-sen3=—--——-—

-sen75° =
2 sen 60° =

= 662,88 cm’
a 18 ) s
<) Area z;wb -senC = = 15 - sen 19°42' = 45,71 cm
d) Hay dos posibles tridngulos:

i B=36"58"15,83C=125"31'44,17",c= 16,238 cm

b-a-senC

Area = = 29,30 cm’

B B=143"14417"C=19°28"1583"¢c = 6,651 cm
b-a-senC

Area = =12cm’
rea 2
“b- .
e) Area:a_s_!i,
2
Fibh-2
cosC = 2ab

sen € = /1 — cos® C, por tanto:
cos C = 0,79861 y sen C = 0,60185 = Area = 283,33 cm’

Uno de los dngulos de un rombo mide 75° y su diagonal
mayor, 10 cm. Calcula su perimetro.

108 = +F -2 cos105°= [=63cm
perimetro = 25,2 cm

@ Trigonometlria y nOmeros complejos

El angulo entre los dos lados iguales de un triangulo isds-
celes es de 40° y el lado desigual tiene una longitud de
40 cm. ;Cudl es la longitud de cada uno de los lados iguales
del tridngulo?
Los dngulos iguales del triangulo miden 70° cada uno. Apli-
cando el teorema del seno, se obtiene lo siguiente:

40 - sen 70°

send0® BE e

El éngulo agudo de un rombo mide 25° El lado mide
13 cm. Calcula el drea del rombo.

Aplicando el teorema del coseno, D =2+ 13* — 2 - 13 cos 155°
yd =2-13" — 213" cos 25° siendo D y d las dos diagonales
del rombo.

Sacando factor comin, se obtiene D = \(E +13V1—cos 155%y

d=%2-13V1 — cos 25°.
d-D

Podemos calcular el drea: A = e = 71,42 cm’

Los lados de un tridngulo miden 8 cm, 11 em y 13 cm,
respectivamente. Calcula el valor del seno del dngulo mas
pequefio,

El angulo mas pequeno es el opuesto al lado de longitud 8 cm.
Aplicando el teorema del coseno, se obtiene lo siguiente:
112+ 13 — &
T 2:11-13
Teniendo en cuenta que sen a = V1 — cos® o, o utilizando la
calculadora:

B2=11"+13"=2-11-13-cosa=scos o =

sena = 0,61
Los tres lados de un tridngulo miden 6 ¢cm, 8 cm y 9 cm.
Calcula sus angulos y su area.
Aplicando el teorema del coseno se pueden obtener los an-
gulos:
o = 40,80% B = 60,61% v = 78,59°
_9-8-sen40,80°

5 = 23,52 cm?

A

Una araia ha tejido una tela octogonal de 7 cm de radio.
Calcula el drea que abarca la tela de arana.

Lado tela de arafia = 5,36 cm
Perimetro tela de arafia = 42,88 cm
Apotema tela de arafia = 6,47 cm
Area tela de arafna = 138,72 cm’
Calcula el radio de las circunferencias inscrita y circunscrita
de un pentagono regular de 5 dm de lado.
R. 5

sen54° sen72° R=443dm
2,5
tg 36° = e R.=3.44dm

En un triangulo ABC, conocemos los angulos, A = 34,5°,

B =78y la suma de los lados, a + b = 43 c¢m. Calcula cudn-

to miden los lados a y b.
43-b b

sen 34,5°  sen 78°

=b=2724cm,a= 1576 cm

En un tridngulo ABC, conocemos los lados a = 15 cm,
b= 11 cm y la suma de dos de sus dngulos A + B = 104°.
Calcula cuanto miden los angulos Ay B.

El angulo C mide 76°. Aplicando el teorema del coseno pode-
maos hallar ¢ = 16,315. Luego se calcula A y B:

15 sen 76°

send = = A =63°8'23,36"y B = 40° 51'36,64"



[ En un tridngulo ABC dados A — B = 16% a = 23 cm y

b = 19 em. Calcula los dngulos del tridngulo.
Sabemos que A = 16” + B. Por el teorema del seno:
23 - 3

sen (16°+B) senB
=23 -senB=19(sen 16" - cos B + sen B - cos 16°)
=sen B (23 —19-cos 16°) = 19 sen 16° cos B

19 - sen 16°
23— 19- cos 16°
Por tanto: A = 16 + B = 63° 52'34,69"y
C=180"— A—B = 68°14'50,62"

=tgB= = B = 47°52'34,69"

Los angulos de la base de un C
tridngulo valen 35° y 95° y la
suma de los otros dos lados es

38 cm, Calcula el perimetro y el b a
area del triangulo, =
a5
35°
A c B

a b a  38-a
sen 35° sen 95° sen 35°  sen 95°
=a=1388cm = b=2412cm
C=50°

a

¢
A BNk L ¢ eten

Perimetro = 56,54 cm
sen 35°=h/c = h=1063cm = Area=128,25cm?

Demuestra que en todo triangulo ABC, se cumple el teorema
de la tangente, también conocido como teorema de Nepper:

A8
a—b _ 973
atb a4p
L

(Indicacion: debes usar el teorema del seno para escribir la
relacién entre ay b)

sen A oo
Por el teorema del seno: @ = —— - b. Sustituimos:
s

en B
senA
sen B _senA-senB _
sen A ~ senA+senB
senB
2cosA+BsenA_E tgA_B
- 2 2 2
sl A =B tgA+B
2 2 2

Queda entonces demostrado.

En los lados de un tridngulo ABC se cumple queb—a=1y

¢ — b =1,y se tiene que cos A = 0,6. Calcula g, tg (g-) y
sen 2C.

Losladossona,b=a+ 1yc=a + 2.

Planteamos el teorema del coseno y obtenemos esta ecua-
cién una vez simplificada:a> — 12a — 13 =0=a = 13.

Para calcular B con el tearema del coseno obtenemaos:

cosB=051=1g (g-) =057

Para calcular C aplicamos el teorema del coseno y se obtiene:
cosC=038=C=6738"ysen2C =071

De un triangulo se conocen los lados b=2,5cmyc = 3,5¢cm
y se sabe que el angulo B es la mitad del dngulo C. Calcula a
y los dngulos A, By C.
Si C=28, a partir del teorema del seno se obtiene que
cos B=0,7. Luego:

B=45"34'22,79,C=91"8'4557"y A=43° 16'51,64"
Aplicando el teorema del seno se obtiene: a = 2,49 cm

En un circulo de 10 cm de radio, dibujamos una cuerda que
une los extremos de un arco que abarca un angulo de 80°.
Averigua la longitud de la cuerda que se estudia.

10 X
sen50° sengor — X 1286m

Halla el dngulo que forman las dos tangentes comunes a
dos circunferencias exteriores cuyos radios miden, respec-
tivamente, 10 cmy 18 cm.

seno = i
X+ 38
Por otra parte: sen o = ik
x+10
Resolviendo el sistema obtenemos: {x et
a=16,6"

Por tanto, el angulo que forman las dos tangentes es: 2a = 33,2°

Un triangulo de lados 3 cm, 4 cm y 6 cm, esta inscrita en

una circunferencia.

a) Calcula su perimetro.

b) Averigua su drea.

En primer lugar, calculamos uno de sus angulos. Seaa = 3 cm,

b=4cmyc=6cm

+Z—a> 16+36-9
26c 48

Por el teorema del seno, si r es el radio de la circunferencia
circunscrita al tridangulo:

cosA = =y A = 26°23'3,59"

=2r=r=3375cm
sen A

Por lo que el perimetro y el drea de la circunferencia son, res-
pectivamente: P =21,21 cmy A = 3579 cm’.

En una circunferencia de radio 10 ecm, hay inscrito un tridn-
gulo isésceles cuyo lado desigual mide 10 cm también.
Calcula el area de dicho triangulo.

Sea g = 10 cm. Por el teorema del seno, si r es el radio de la cir-

. B . - & a o
cunferencia circunscrita al triangulo, . =2r=A=30

en A

Los angulos iguales mediran 75° cada uno. Uno de los lados
iguales, b, medira:

b =20-sen75°
El area del triangulo es:
_b'h _a'b-sen75° 10-20 sen75 sen75°
e 36 2 B 2
=A=933cm’

A

4. Trigonometria Il @



Determina el area de un tridangulo que esta inscrito en una

circunferencia de radio 3 cm, sabiendo que dos de los lados
del tridangulo miden 2 cm y 4 cm, respectivamente.
b

a
S amos a = 2 cmy b = 4 cm. Como: = =72r
kel y senA  senB

siendo r el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo,
tenemos lo siguiente: sen A = 1/3ysen B = 2/3

A=19°28'16,39"0A = 160°31'43,6"y B = 41° 48'37,13" 0

8=138"11'228"

Hay pues, dos tridangulos posibles:

Tridngula 1:

A=19"28"16,39,B=4148'37,13"y C = 118" 43'6,48"

Tridngulo 2:

A=19°28"1639B=138"11'22,8"y C = 22° 20 20,84"

H: {a-b-sen() ;
S

Como es area de un tridangulo es A =
tituyendo se tiene:

2-4-senC
B Tsngulo 1:A=2""20F _ 351 cm?
2-4-senC

B Triangulo 2: A = =1,52cm’

Calcula el drea del tridngulo ABC representado en la si-
guiente figura si sabes que AB = 25 cm:

C
30° 40°
A B
25+ 30°
Por el teorema del seno: CB = _sen_n
sen 110
4 25 CBsendd" _ 25-(25-sen30°/sen 110) - sen40° _
= - - 5

= 106,88 cm?

Sabiendo que la longitud de las manecillas de un reloj de

pared miden 10 y 12 centimetros, respectivamente.

a) ;Cudl es la distancia entre sus extremos cuando son las
16:007

b) ;Qué érea tiene el tridngulo que determinan las maneci-
llas a esta hora?

a) Por el teorema del coseno, la distancia entre sus extremos
es 19,08 cm aproximadamente. El dngulo que forman las
manecillas es de 120°

12+10 - sen 120°

2

El 4rea de un triangulo de vértices A, B y C, tiene una super-
ficie de 50 m® El angulo A de este triangulo es de 45° y el
angulo B es de 30°. Sea D el pie de la altura desde el vértice
C, es decir, el punto del segmento AB en que se cumple que
CD es perpendicular a AB. Calcula la longitud de los seg-
mentos CD, AD, BD, AB, BC y AC.

e

b)A= = 51,96 cm®

I
|
I
|
|
|
|
|

Y
S
=]

@ Trigonomeatria y nimeros complejos

A partir de este sistema se pueden calcular las longitudes so-
licitadas:

AE-CD=50

2

AB (B = AC
sen 105°  sen45®  sen 30°

= (D = AD = 6,05 m; BD = 1048 m; AB = 16,53 m;
BC =12,10m; AC = 8,56 m.
De un triangulo conocemos que a + b= 11 m; el angulo
C = 30% y el 4rea es 7 m?, Calcula:
a) La longitud de cada uno de los lados del triangulo.
b) Los éngulos del tridangulo.
a) Planteamos el siguiente sistema:
a+b=11

a-b-sen30°

i 2

Es decir, los lados miden 4 m y 7 m, respectivamente.

=b=7b=4=a=4a=7

b) Por el teorema del seno, los angulos miden 29,49° y
120,51°, respectivamente.

Calcula el drea de un triangulo isdsceles inscrito en una cir-
cunferencia de 30 cm de radio, y cuyo lado desigual mide
20 cm.

r=30cm

Para resolver este problema conviene consultar el apartado
Aplicacién de los teoremas del seno y del coseno de la sec-
cion Ejercicios resueltas.

Para calcular el angulo desigual del tridangulo isdsceles, se cal-
cula el angulo que abarca un arco igual y uno de cuyos lados
es un didmetro.

20
sen o =Ea = a,=1947" o, =160,53°

Hay dos triangulos isosceles inscritos.
Los elementos de uno son:

* El dngulo que forman los lados iguales es, aproximadamen-
te, 19,47°.

¢ La longitud de los lados iguales:
10
sen 9,735% = 7 = x=159,14cm
» La altura:

h
cos 9,735° = ; = h=5829 cm, y por tanto, el drea es

582,9 cm’, aproximadamente,
Los elementos del otro tridngulo son:

» El angulo que forman los angulos iguales es, aproximada-
mente, 160,53°.

« La longitud de los lados iguales:
10
sen 80,265° = = = x=10,15cm
» La altura:

h
cos 80,265°=— = h=1,72 cm, y por tanto, el drea es
17,2 cm®. x



Sobre una circunferencia de radio 1 m y centro en el punto
O, consideramos los cinco vértices A, B, C, Dy Ede un penta-
gono regular. Calcula:

a) El angulo que forma el radio que acaba en el vértice A
con el lado AB y el angulo que forman en el vértice A los
dos lados que lo tienen como extremo.

b) La longitud de cada uno de los lados del pentagono.
¢) Lalongitud de cualquiera de las diagonales,
d) El &rea del triangulo EAB.

a) Como es un pentagono, el dngulo interno del arco AB es
360°/5 = 72° Por tanto, como el tridngulo ABO es isdsce-
les, el angulo que forman el radio y el lado AB es:

180° — 72°
2
Y el dngulo que forman AE y AB es el doble, es decir, 108"

54°

b) Por el teorema del coseno: [ = \/2 —2cos72°=1,176m

¢) El angulo central que abarca un lado mide 72°, por tanto
el que abarca dos lados del pentdgono 144°. Por el teore-

ma del coseno:d = V2 — 2 cos 144° = 1,902 m

EB - AB - sen 36°

d) A= = 0,657 m*

El lado mas largo de un paralelogramo mide 20 c¢m, su drea
es de 120 cm® y su dngulo menor, 30°. Determina;

a) El angulo mayor del paralelogramo.
b) La longitud del lado menaor.

a) Los cuatro angulos de un cuadrilatero suman 360°, Por
tanto, el angulo mayor es 150°,

b) El area es A = b - h. Tomando como base el lado conocido:
120=20-c-sen30°=c=12cm.

Aplicaciones de la trigonometria

En un cierto lugar de su recorrido un rio tiene sus orillas pa-
ralelas. En ese punto se desea medir su anchura. Para ello
desde dos puntos A y B de una de sus orillas, que estan se-
parados 25 m, se observa un punto P de la otra orilla, situa-
do rio abajo. Si las visuales desde A y B a P forman con la
orilla unos angulos de 39° 25’y 52° 48’ respectivamente,
averigua la anchura del rio en ese punto.

Realizamos un dibujo para entender mejor el problema:

Como AB = 25 m, al aplicar el teorema del seno:
25 AP
sen 13°23°  sen127°12

Luego obtenemos APy como x = AP - sen 39" 25'= x = 54,63 m

H] si el extremo superior de una estatua es observado desde

un punto situado a ras del suelo y a cierta distancia, con un
angulo de elevacion de 35° ;cual serd el dangulo de eleva-
cion desde el triple de distancia?

h
t935°=;:»h=xtg35"

tg 35°

h
ga=—=tga= =a=13,14°

3x
El éngulo de elevacién es de 13,14°,

Una rampa de 40 m de longitud y 10° de inclinacién condu-
ce al pie de una estatua. Calcula su altura sabiendo que, en
el inicio de la rampa, el dngulo de elevacién del punto mas
alto de la estatua es de 15°.

40m
sen 65°
La altura de la estatua es de 11,42 m.

i h=11,42
= — m
sen 15° !

Una embarcacién, A, se encuen- N

tra a 45 km al sureste de otro bar- B

co B, y una tercera embarcacion, \

C, se hallaa 57 km al sur de B. = %@)

a) ;Qué distancia separa a los
barcos Ay (7 57 km

b) ;Qué rumbo deberia tomar

el barco C para arribar al pun-
to donde esta situado A?

a) AC=57"+45"—2-57 45 cos 45°
= AC= 40,58 km
AC 45
— o C=751,64°
sen 45° senC = g

El barco C deberia tomar un rumbo 51,64° Noreste.

Un golfista golpea la pelota de modo que su lanzamiento
alcanza una longitud de 129 m. Si la distancia del golfista al
hoyo es de 150 m y la pelota queda a una distancia de 40 m
del hoyo, calcula el angulo que forma la linea de unién del
golfista con el hoyo y la direccién del lanzamiento.

Aplicando el teorema del coseno:
40° =129" +150° = 2-129- 150 cos

El angulo que forma la direccién del tiro y la visual entre el
golfista y el hoyo es o = 14,06°.

Dos observadores que se hallan en la costa a 1000 m de
distancia el uno del otro contemplan una plataforma pe-
trolifera situada mar adentro. Ambos dirigen sus respecti-
vas visuales a la plataforma y miden el éngulo que forman
estas con la linea imaginaria que los une. Si estos angulos
valen 63° y 83°, ;cudl es la distancia que separa la platafor-
ma de la costa?

X 1000
T x=1774,96 m
h
63° =—7-— = '
sen ?774'%3.& 1581,5m

La distancia de la plataforma a tierra es de 1581,5 m, aproxi-
madamente.

4. Trigopnometria Il m



Los puentes levadizos de la figura tienen la misma longi-
tud. Cuando estén elevados 33° ;qué distancia separa los
puntos X e ¥?

33° E | EEN
1Bm

c0s33°=X/9 = X=755m
La distancia entre X e ¥ es 2,90 m.

18 -1510=290m

Averigua el angulo que forman dos fuerzas de 52 Ny 31N,
cuya resultante es de 70 N.

TETETT Aplicando el teorema del coseno:
‘ 70 =31+ 52— 2-31- 52 cos
=o=112°31"25"
A partir de la figura y teniendo en cuen-
ta este resultado, se obtiene que el dn-
gulo que forman las dos fuerzas es su
suplementario, 67° 2835 "

Alejandro quiere colgar una lampara a una determinada
distancia del techo de su habitacién. Para ello, coge un
cable, fija la lampara y lo clava por sus extremos en dos
puntos del techo que estdn separados 140 cm. Alejandro
escoge estos puntos de modo que los angulos entre el ca-
ble y el techo son de 40° y 60° en cada uno de los puntos de
fijacién.

a) ;Cudl es la longitud del cable?

b) ;A qué distancia del techo quedaré la lampara?

a) 140cm

Aplicando el teorema del seno:
140
sen 80°
La longitud del cable serd, por tanto, 214,49 cm

a+b= (sen 60° + sen 40°) = 214,49

sen 60° - sen 40° =

tardad =
b) La ldmpara estara a sen 80°

= 79,14 cm del techo.

Hay que realizar un mapa de una cierta zona montafiosay A,

By C son las cimas de tres montafas de la misma altura. Las

cimas A y B estan bien determinadas y representadas en el

mapa, mientras que la situacién de C estd por determinar.

Subimos a lo alto de la cima A y medimos el &ngulo entre la

linea AB y la linea AC, que resulta de 68°. Subimosa By el

angulo entre las lineas BC y BA es de 35°. En el mapa la dis-

tanciaentre Ay B es de 3 cm.

a) Haz un diagrama de la situacién, anotando el dngulo
que forman en C las lineas CA y CB.

b) Halla, sobre el mapa, la distancia entre A y Cy la distan-
ciaentreByC.

c) Sila escala del mapa es 1: 50 000, calcula la distancia en-
tre las cimas de las tres montanas.

a)

a Trigonometrioc y nOmeros complgjos

b) Aplicando el teorema del seno, se obtiene:
e 3  CA
sen 35° sen 68°

T sen77°
= AC=177cmyBC=285cm

¢) Puesto que 1 cm del mapa son 500 m en la realidad,
AC =883 myBC = 142736 m.

En el momento de marcar el Gltimo gol de Alemania en la
final de la Eurocopa de Inglaterra, Bierhoff estaba situado a
5 metros de uno de los palos y a 8 metros del otro, y veia la
porteria bajo un angulo de 60°, Calcula la distancia del ju-
gador a la linea de gol.

B a @
d
5m &m
500
A

c=5myb=28men el dibujo

Aplicando el teorema del coseno:
a=b"+c—2bccosA
=>a=5+8-2-5-8:c0560°=49=a=7

La anchura de la porteria es, por tanto, 7 m.

Entonces: etz LB
ntonces: o e e Al
8- sen 60°
=senf=——m—m—
7
d 8- sen60°
SE‘“B=E=>d=5-sen8=5-—-—-——-—-.-:4'95

La distancia del jugador a la porteria es de 4,95 m.

Para medir la altura de una nube se han hecho dos obser-
vaciones simultdneas desde los puntos A y B, ambos situa-
dos al nivel del mar y que distan entre si 1 km. La inclina-
cion de la visual desde A a la nube, respecto de la hori-
zontal, es de 47°. Los dngulos que forman las visuales des-
de A y desde B con la recta AB son, respectivamente, 38° y
53°, tal como se indica en la figura. Averigua la altura a la
que se encuentra situada dicha nube con respecto del nivel
del mar.

Nube

Sea C el angulo el angulo que forma la nube con Ay 8.
C=180° — (38° + 53°) = 89"
Con este dato podemos calcular el lado b:
c__ b il c'senB = 1000-sen 53°
senC senB sen C sen 89°
Con este valor podemos calcular la altura de la nube, h:

h 1000 -sen 53°
o= —— h=~4h" AT e T
sen 47 = sen sen 89°

= 584,17 m

en47° =
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Dos amigos estan cada uno de ellos en la terraza de su casa
y observan un barco. Quieren determinar a qué distancia se
encuentra, y para ello disponen cada une de un teodolito.
Llamemos A y B a los puntos en que se encuentran sus res-
pectivos teodolitos,

Desde el punto A miden una distancia de 10 m a un punto
C, AC = 10 m, de manera que el tridngulo ACB es rectangu-
loenA.

Desde el punto B resulta que el angulo B de este tridngulo
es de 5,6°.
a) ;Qué distancia hay entre los dos amigos?

b) Calcula a qué distancia esta el barco de cada uno de
ellos si la recta que une A con el barco forma con la recta
AB un angulo de 75,5 Y si la recta que une B con el bar-
co forma con la recta AB un dngulo de 81,6°,

c) ;Podemos saber, sin hacer célculos, quién esta mas cer-
ca del barco? ;Por qué?

/] a) Ladistancia entre A y B es;

- =101,99
tg 5,6° m

b) A partir de la figura y, simple-
mente aplicando el teorema del
seno, se obtiene:

259,28 m y 253,75 m, distancia
del barco a A y a B, respectiva-
mente,

¢) Esta mas cerca de B porque el
angulo A es mas pequeno.

El circo ha llegado a una ciudad y hay que instalarlo. El es-
pecialista que lo monta no ha llegado y los operarios no sa-
ben cudnto cable necesitan. Hay uno que recuerda que,
una vez tensado el cable desde el extremo del palo princi-
pal hasta un punto determinado del suelo, con el cual for-
ma un angulo de 60° hacen falta 2 m mas de cable
que si forma con el suelo un dngulo de 70° En total han
de colocar 6 cables tensados formando con el suelo un
angulo de 60° cada uno de ellos. ;Cudntos metros de cable
necesitan?

Por el teorema del seno:
X x+2
= =x=23512m
sen 60°  sen 110°
En total, necesitan:

6- (23,512 + 2) = 153,07 m de cable

Dos vias de ferrocarril se cortan formando un dngulo cuyo
valor es de 20° 16’ Del cruce salen al mismo tiempo dos lo-
comotoras, una por cada via. Una de las locomatoras va a
una velocidad de 100 km/h. ;A qué velocidad debe circular
la otra para que a las 3 horas estén separadas una distancia
de 150 km?

150 km

20016’

¢ 300 km

Planteamos el tearema del seno:

150 _ 300 _ [x=A=43851°
sen20°16°  senx x=B=136,149"

C=23,584°

Hay dos soluciones a la situacion:
_ 150 - sen 115,883°
a sen 20° 16’

=» 129,87 km/h aproximadamente
_ 150 - sen 23,584°
© sen20°16’

= 57,75 km/h aproximadamente

[C =115,883°

= 389,599 km

= 173,255 km

1. Demuestra la identidad: tg (45° + «) — tg (45° — @) = 2tg2«a
tg 45° + t tg 45° — + 1—t
tg (45° + a) — tg (45° — a) = g Ugﬂ'- __49 5°—tga =1 tgﬁ_ go _
1=tg45°-tga 1+tgd45° tgaa 1-tga 1+tgwo
1+t a+2tga—1—tg’a + 2t 2t
= gatliigo : g a ge _,. g-:: =2+tg 2
1-tg° o 1-tg°a
1 1
8 —seno — —cosa
2. Sicotga =Edetermina el valor de las siguientes expresiones: a) b) sec2a +tg 2a
F{seca-l—tgul
lsena—lcoscx PR .
o = 2 LB B W1
1 1 (17 15 4 4
—(seca +t — =+ —
17 9e) 53 (a*a) 17
b) sec2u+tg2u=——5——1—-—;—+sen 2o sec2a = 1 besnacosa 2
COs" o —58n « 64 225 7
289/ |289

4. Trigonometrio Il m



3. Demuestra que cuando & + B + v = 180°se verifica que:tga +tg B +tgy=tga-tgf-tgvy
tg 180° — tgla + )
1+tg180-tga-tgp
tga+tgf _tgatigB-tg’a-tlgp-tga-tg’B-tga—tgp _

tga+tgP+tgy=tga+tgp +tg[180°—(a+B)l=tga+tgp +

=tga+igp -

1-tga-tgp 1—tgoa-tgPp
tgo+tg B
= —tga'tgp————— = —-tga-tgB-tg(180°—y)=tga-tg Bt
go gB1—tgu-tgﬁ go-tgB-tgl yi=tga-tgp-tgy
; ; 1 1 2-(1+cos2
4. Sien un tridgngulo rectangulo la hipotenusa vale + y uno de los catetos \rale—[-—sns—ﬁ}
cosecx —cotga  cosec a + cotg sen 2o

calcula el valor del otro cateto.

1 - 1 _ Coseca +cotga 4 coseco— cotga
coseca —cotga  coseCa+cotga  cosec’a—cotg’a  cosec’ a—cotg’
2-(1+cos2a)  4cos’2a  2cosa

sen 2o  2sen a €OS o sen o

= 2cosec o

. . 4cos’ o 4—4cos’ a
Por el teorema de Pitagoras se tiene que: 4cosecC a=x + 5 N= g V'E =
sen” o sen’ a

5. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas, a) cos @ =sen 2« b) cos 2« +3sena =2
a) cosa=senla=>cosa=2senacosa = 25en a cosa—cosa=0=cosaf2sena—1)=0

cosu=0==a=-2'r-r-+17k,kEE

senu=%=ﬁu=%+2¢rk,k52

5
sena=l=}&:~l+2wk,k€52
2 6
b) cos2a +3sena=2=>cos’a—sen’a+3sena—2= 0= —2sen’a+3sena —1=0
1 T 1 51
sena=+1:>u=%+2‘rrk,k62 sena=—2—=>u=%+2nk,kez senu:—2—=a=?+2wﬁr,kez

sena+senfB=—

3

. - - 2
6. Resuelve el siguiente sistema: \/:_.:
cosatcosPp=——o

2
at+f a—f)_ 3
25en( 2 )cos( 5 )-— 2

=
com+cos§3=? Zcos(ﬂzﬁ)cns(u_ﬂ):ﬁ

sena+ senf =

P | L

2 2

. at+f 1 a— B V3
En consecuencia: 3 = arcos i; g arcos| =

+ J—
De donde: = - B 1ﬁo°+130°ky“—é—ﬁ= :30“+1aﬂ°k:[

a+p= £120°+ 360°k a= +90°+ 360° k; =30° + 360° k

a—B=+60°+360°k — |B= £30°+360°k +90°+360°k

7. Resuelve el triangulo cuyos lados b y ¢ miden 10 cm y 7 cm respectivamente, y cuyo dngulo A mide 60°,
a*=b"+c'—2:b-ccos60°=a’=100+49—70 = a= 8,89 cm

10+ sen 60° Fe o
ceng= 0 N0 o 76594592  senc=1-3NT ¢ 4300'1408"

V79 V79

8. Desde la torre de un pueblo A, y bajo un angulo de 60° se ven las torres de dos pueblos By C, distantes de A 20 km y 12 km res-
pectivamente. Calcula la distancia que hay entre las torres de los pueblos By C.

at=b'+c—2-b-ccosA=20"+122—2-20-12cos 60° = 304 = a=\/304= 17,44
La distancia entre las dos torres es 17,44 m

m Trigonometria Yy nOmeros complejos



Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Suma de niumeros complejos (pdgina 127)

En el archivo de GeoGebra se puede comprobar que la suma de
numeros complejos puede representarse y obtenerse geométri-
camente, como la de los vectores, mediante la regla del paralelo-
gramo.

Moviendo los deslizadores se pueden mostrar en la pizarra digi-
tal distintas sumas segun las partes real e imaginaria de los nii-
meros complejos sean positivas o negativas. También puede ser
utilizado por los alumnos para comprobar sus resultados al hacer
los ejercicios de suma de nimeros complejos.

Potencias de i (pagina 128)

En el archivo de GeoGebra se pueden ver las representaciones
gréficas de las sucesivas potencias de i para comprobar que los
resultados van ocupando puntos sucesivos en cada eje segun el
giro de 90° producido por la cada patencia.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital esta propiedad
de las potencias de / o para que los alumnos puedan comprobar
esta relacion por si mismos.

Opuesto y conjugado de un nimero complejo (pagina 131)
En el archive de GeoGebra se pueden comprobar las relaciones

de simetria que se verifican entre las representaciones graficas
de un niimero complejo, su opuesto y su conjugado.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital las simetrias en-
tre los nimeros complejos o para que los alumnos puedan des-
cubrir estas simetrias por si mismas.

Resolucion de ecuaciones (pagina 139)

En el video se muestra paso a paso como resolver la ecuacién del
ejercicio resuelto, calculando las raices cuartas de —1.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital cémo debe re-

solverse este tipo de ejercicio o para que los alumnos puedan re-
pasar el procedimiento mas tarde,

Actividades (paginas 124/134)

Calcula las soluciones de las ecuaciones en el conjunto C.
a) X +16=0
b) X +8x+25=0
c)x'-37¢-4=0

a) ¥ +16=0=x=+\V—16= +4;
X, =4I, x;=—4i
b}x]+8x+25=0=:x=w= —4 %3
X =—4+3} x,=—4-3i
¢) x*' — 3x" — 4 = 0 Si realizamos el cambio x* = t:
Obtenemos la ecuacion de segundo grado
F-3t—4=0=t=4yt=—1
Deshaciendo el cambio, se tiene:

X1=2, X1=—2, X3=ir X.= "f.

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Calcula los valores de las potencias siguientes.
a) i’
b)
c)

a) Dividimos 19 entre 4 y obtenemos de resto 3; por tanto,
MP=f=—
b) Dividimos 29 entre 4 y obtenemos de resto 1; por tanto,

:‘29

¢} Dividimos 56 entre 4 y obtenemos de resto 0; por tanto,
56 Fil
r=i=1

=i'=i

Dados los niimeros complejosz=3 = 2iy w =4 + i, calcula.

a)z+w fl -z
bz w g) —w
c) z/w hlz
d)/z i) @
e) 1w iz'w

alz+o=3-20+@A+N=7—i
blz-o=3-21-4+0=12+3I—8i+2=14—5i

gZ_3-2_3-2 a-i_10 M.
W 4+ 44+ 4-i 17 17
ple V3t 3o 5.3,
z 3-21 3421 13 13 13
11 4—i _4-i_4 1,
S R B
f) —z=-3+2j
g) ~w=—-4-—|
hET=3+2
D o=4-j

JZ wo=03+20-8+0)=12+3/+8—-2=10+11}
B calcula.

a) (2-20)°

b) (3 —4iy

a)2-2=2—-2-(2—-2)-(2 = 2)* = —8i-(—8i) -
- (—8i) = 512i

b) (34 =3 -4 -(3-4i)=(-7-24) - (3 — 4i) =
==21—-72i+28i—96 = =117 — 44i
Expresa los siguientes nimeros complejos en forma polar.
a)—-3+2i
b) —ai
¢) 5 (cos 20° — i sen 207)
d) La unidad imaginaria positiva.

a) =3 +2i=m=V(-3P+2*=Vi3tga ﬂ~_33-
= a = 1463099 =

b) —4i = 4,

¢} 5(cos 20° — isen 20°) = 5(cos (—=20° + isen (—20°) =

=530 = 530
d)i= g

@ Expresa el nimero complejo 3 (cos 150° + i sen 150°) en
forma binémica.

131463

Sustituyendo sen 150° y cos 150° por su valor se obtiene:

' V3 3
3(cos 150° + isen 150%) = ——2—+3;

5. NOmeros complejos m



Calcula el opuesto y el conjugado de los siguientes nidme-

ros complejos, expresandolos en forma polar.

1
a)z=1-V3i b) z= 7 (€05 200°+i5en 200°) €) z=4_5
Expresamos en primer lugar los nimeros complejos en forma

polar:
a)z=1-\3i=2p =7 =24 ~2= 2

b)z= 1 (cos 200° + i sen 200°) = (l
2 2 Jaoo

(o3

€) 2=4_ (5= 835 27 =4y, —Z= 4ys

Dados los nimeros complejos z = 3,.. y w = 4,,, calcula:
alz+w ¢) z/w e) lw g) —w
b)z:w d) 1/z f) —z h)z

a) Para sumar los dos nameros complejos en forma polar es
preciso, en primer lugar, expresarlos en forma bindmica:

z=3;.=3(cos75° +isen75%) = 0,78 + 2,90

w = 4yq. = 4 (cos 20° + j sen 20°) = 3,76 + 1,37i

z+ w = (0,78 + 2,900) + (3,76 + 1,37)) = 4,54 + 4,27i
b)z-w=3;. 4= 124

€) = =3/ = (3)
6] 5"
5
3 Jamse

4 /s
(]
4 [

1 _1e _(1
) 2-3}5. (3)—-?5'

1 1o 1
wieiieg),
fl =2=3 0 = 355
g) —w =40, 15 = dagor
h)Z =3 ;4= 35

Calcula la potencia cuarta del nimero complejo 3 — 3i,
expresandolo previamente en forma polar.

3-3ism=V3+ (-3 =V181qe 5%3=>a=315°
B3-3)' = (\ﬁ-éms')‘ = 324450

Calcula (=4 + 2i)?, expresindolo en forma polar.
2
—4+2imm=V(-4 +2=V0itga=—
= a=15343"
5
4+ 2‘15 o (\@153.43') = (300\/5)&7.1}-

Calcula las raices clibicas del nimero complejo 8 — 8i.

Expresamos, en primer lugar, el nimero 8 — 8i en forma polar:

-8
8—8i=m=V8 +(-8f=V128tgua= T-m—;a = 315%
8 — Bi = V1285

El médulo de las raices ciibicas de 8 — 8i sera:

Y28 = V128 =2V2

Y sus argumentos:
315°
= = 105°
oty 3
315° + 360°
= =225
oty 3
315° + 720°
iy s T 345°

Las tres raices ctibicas de 8 — 8ison:

5 6 6
2V 2050 2V 2357 2\/5;45'

m Trigonometria y nUmeros complejos

[B cCalcula las raices quintas de 32.
El ndmero 32 en forma polar es 32,..
El madulo de las rafces quintas de 32 es \5@3 =2,
¥ sus argumentos:

"o 0" +1080° __
SRS o, = —=

=g 4 5

° + 360° 0° + 1440°
et O i D VO i

5 5

0° + 720°

o= = 144

Las raices quintas de 32 son: 25, 275, 2y 221600 2oss

Ejercicios y problemas (paginas 140/142)

Ndmeros imaginarios. Forma binémica. Representacion
grafica

Il Representa graficamente estos nimeros complejos e indi-
ca cuéles son imaginarios puros y cudles reales.

3 -4}, -7, -V3,V=3,-1—i -1 +:,%—~;—:,3

Imaginarios puros: —7i y \/ —3; Reales: -3 v3
) SIS RS A S DR e N A [

Escribe los conjugados y los opuestos de:

Tie
3—i, 2+4i, =5 ———i
I, 1, I, 2 3!
. ; P W :
Conjugados: 3 +i, 2 — 4i, 5i, 5 i —?;-r, respectivamente.

; s BN :
Opuestos; —3 + i, —2 — 4i, 5i, 3 + ?’ respectivamente.

Representa graficamente el conjugado y el opuesto de los
siguientes nimeros complejos.
a)z=—4+3i c)z=4 elz=3—4i
b)z=-7i djz=-1-2i flz=0




{Qué tienen en comtn los nimeros complejos de afijos
{41 0:': {_41 o}: (Oi 4] y {OJ _4]’ iPOI QUé?

Estdn situados sobre los ejes de coordenadas a igual distan-
cia del origen. Su médulo vale 4.

Resuelve las siguientes ecuaciones,

a) ¥ +36=0 €l xX=27=0

b) ¥ -36=0 d) X' —4x+5=0

¢A qué campo numérico pertenecen las soluciones?

a) ¥ +36=0= x=*\ —36 = x= +6i, las dos soluciones
son imaginarias.

b) ¥-36=0=x=1%
reales.

36 = x = %6, las dos soluciones son

3
¢) ¥ —27=0= x=Y\27=3, que es una solucién real, pero
en el campo de los complejos esta ecuacién tiene tres
soluciones, que son:

X =27y

30——
\/‘_
\I'{Z?Q- 311&‘— __g_+ 3_f
3 3\/_

_-_‘—i

3
wr =T

4+V-4
2

d) ¥ —4x+5=0=x= =2+

Por tanto, sus dos soluciones son complejas.

Resuelve la ecuacién x* — 2x + 10 = 0 y comprueba que las
raices obtenidas la verifican,

De forma anéloga al Gltimo apartado del ejercicio anterior:

2+ V=36

—y
2

Sus dos soluciones son complejas.

X —2+10=0 =x= x=1+3i

Para comprobar que, efectivamente, son soluciones de la
ecuacién sustituimos:

(14307 =2-1+3)+10=1+6i
(1=3iP—

—9—-2-6i+10=0
2:-(1-3N+10=1-6i—-9—-2+6i+10=0
Determina las soluciones, en el campo de los nimeros
complejos, de las siguientes ecuaciones.

a) ¥ +1=0 o X¥—4x+29=0
b)x'-81=0 d)xX =58 +4x—-20=0

A ¥ +1=0=x=+V-1==

b}x‘ B1=0=x"—81=0("+90—9=x, =3

=3, x;=3%x,=-3
-+ b - .
dxz"-4x+29={)=,x=4—”16 116 _ 410
2 2
=x=2+5x=2~5

d) @ —5¢+4x—20=0
Primero aplicando Ruffini tenemos:

1 =h 4 20
5 5 0 20
1 0 4 1]

El polinomio dado lo podemos factorizar:
X =5 +4x — 20 = (x — 5)0¢ + 4)
La soluciones de la ecuacién polinémica dada son:

X =5x,=—2ix3=2

Operaciones con niimeros complejos en forma bindmica

Efectuia las siguientes sumas en forma bindmica.
a) (=2 +3i)+(7—4i)

1 d 3 .
b)(3-31)+(2 -1
o (V2+V5i)+(V2-5V5i)
a) 5—i
b) 2—4i
o 2V2-4V/5i
Calcula los siguientes productos.

a) 2+3i)-3-5) o (V3+i)-(V3-i)

1
w(;-;)-(%n:) d) (V2 +V2i)
a) 21 —i
19 1
__+.._..'
b) s t7
c) 4
d) 4i
Efectda las siguientes operaciones.
a) (3=2i)-(3+i)—(1-=2i)-(4+2i)
4—=2j
b +(2-2i
) st
a) 3+ 3i
28 _4,
13 13
Realiza las siguientes operaciones.
al [(3—2)-3+i)—(1—=2i}-(1+2] (5 +4i)
2
b
’3—:‘
Va4i
c) >
d}1+ﬁ,
]
a) 42 + 9i
3 1.
b}g ?f
o —-1+V2i
d)V5—i
D t S N dea + bi
emuestraquees 55 — —5_zielinversodea + bi.
1 1 a=bi_a-bi _a b .
a+bi a+bi a-bi a+b d+b ad+b
3 2i 2+ 3i
CaEcuIa.zui+2+f 142
3 2:' 243 2+4i B-—i 10-12i
] = —3]+ e =
i 2+.- 1+2i 5 5 5

Dados los niimeros complejos 3 — biy a + 2j, calculaay b
para que su producto sea 7 + 4i.

(B3—-bifa+2i)=7+4i=3a+6i—abi+2b=7+4i
3a+2b=7

= 6—ab=4—>a=%

Sustituyendo tenemos:

E+2b=7==-2b1—7b+6=o=:.[ S ———

b b=3R=a=4/3

5. NUmeros complejos m



[H calcula.
1+ (2+0-(1 —2if
gy e =2
ﬁ)n_az ) 2—i
7 24
& b =i
a) —1 5 5!
[ calcula.
ai®  B)i* Qi A e Hi?
a) i®=i
b}fmﬁ:i
g i =i?=—1
d)i®=i"=1
1 1 =i
L T
1
f B o sk
j‘ ,:1 =9 L
6+ mi
Determina el valor de m para que el cociente ———= sea
iguala 1+ 5i.
6+mi_6+mi 1+i 6+6i+mi—m _
T=i =~ T%i 2
i 6-m=2=m=4
=BT L mf=‘!+5i=='{
3 6+m=10=>m=4

[B Determina el valor de a para que (a — 5i)" sea un nimero
imaginario puro.
(a— 50 =a"—10ai— 25
Para que sea imaginario puro la parte real @ — 25 = 0
=a=5a=-5

B Halla b para que el producto (3 + bi)(3 — 5i) sea:
a) Un nimero real.
b) Un namero imaginario puro.
(3-+bi)(3—50)=9— 15+ 3bi + 5b
a) Paraqueseareal: =15+ 3b=0=b=5
b) Para que sea imaginario puro: 9 + 56 =0=b = —9/5

4= ki
FI] Halla el valor de k para que el nimero ( = ;) +i*® sea ima-
ginario puro.

4—ki o
Si "3T:, - *% es imaginario puro, su parte real debe ser nula.
i = = —, por lo tanto, si operamas:
4=k o 3=i —3k=4+ k1)
3+ 3—i 10

—3k"4:ﬂ=&k=T4

3 i
Calcula el valor de x para que el complejo - ——-:

a) Sea imaginario puro.
b) Sea un nimero real.
c) Tenga su afijo en la bisectriz del primer cuadrante.
3—-2xi 4—37 12—6x+(—8x—9)i
4+3i 4-3 25
a) Si ha de ser imaginario puro, su parte real debe ser nula:
12—-6x=0=x=2
b) Si ha de ser real, su parte imaginaria debe ser nula:
—-8x—9=0= x=-9/8
¢) Si su afijo debe estar en la bisectriz del primer cuadrante,
deben ser iguales la parte real y la imaginaria:
12—6x=—8x—9 =x=—-21/2

€9 Trigonometria y nomeros complejos

x+i
Calcula el cociente =

= y determina el valor de x para que

el médulo del complejo resultante sea Va.
Operando se obtiene:
x+i 2—i Ix+1 2=x,
T = il I
2l 2=l 5 5
Si el médulo debe valer V2, tenemos:

- (BT

5 5

5745
2=
25

2—-(1+x)i i i
—J:—f.ﬂi es real. Calcula x y obtén el niimero.
Operando se obtiene:

2-(1+xi 1+xi 2+ +xx+@x—1-x)i
i 1+x?

=5 —45=0, x=+*3

El niimero

1=xi  1+x
Siesreal:2x—1—-x=0=x=1

2-2f 201 -
i_201 -0,

=1 1—i

Sustituyendo: n =

Calcula el nimero real @ para que el nimero complejo

3—2ai
z= ; esté situado en |a bisectriz del primer cuadrante.

Para que un namero complejo tenga su afijo en la bisectriz
del primer cuadrante, sus partes reales e imaginarias deberdn
coincidir:

3—2ai 4+3i (12+6a)+(9+8a)i

4-3 4+30 25
=124+60=9-8a=14a=-3=a=-3/14

Forma polar de un nimero complejo

;El producto de dos nimeros complejos es real?
a) Si son conjugados, si.
b) 5i son opuestos, si.

¢) El producto de dos niimeros complejos nunca puede ser
un nimero real.

Indica y razona la respuesta correcta,
a) Si son conjugados, si, ya que m, -m_, = m’,, que es un
ndmero real.

Si dos numeros complejos tienen el mismo afijo:
a) Tienen el mismo argumento.
b) Tienen modulos proporcionales.
¢) Su cociente tiene como maédulo 1.
Indica y razona la afirmacién correcta.
Todas las respuestas son correctas.

{Qué tipo de gréfica forman los afijos de los niimeros com-
plejos que tienen el mismo argumento?
Forman una semirrecta con origen en el (0, 0) y pendiente la
tangente del argumento de los complejos,

(Se puede decir que un nimero complejo es real si su argu-
mento es 7?7
Si su argumento es 7 el ndmero complejo esta situado sobre
el eje real, en el semieje negativo.

FEl Siz = m,, ;qué relacién tienen con z los niimeros comple-
josm, e ym._?

—Z=Myspery Z=M,



{Qué relacién existe entre el argumento de un complejo y
el de su conjugado? ;Y con el de su opuesto?

El argumento del conjugado es el mismo cambiado de signo
y el del opuesto difiere en 180°,

Calcula el médulo y el argumento de los siguientes nime-
ros complejos, representandolos previamente:

a)2-12i c) 2i e) —2i g) -2+ 2i
b)2+2i d) —2-2i f) 2 h) -2
T ok
R T— Il |, —l = e e e o
4 1A -
T2t
] ] |
S R S T R 2 e e G
|| | >
5 -|1 0 1 |2 R
| - | .
I B e S L O N 212 =
S .
S [ N L 0 . )
[ ] | '
l B S NN SN UG S [N (A S —

2
= = 315° puesto que su afijo estd en el cuarto cuadrante,

(2\/_)315 (2\/-:]?@:

2
blz=2+2i = m=2Vitgu=(—i)=1

a}z=2—2i=>m=\/§=2\6,tg{x=(_—2)={—1}

m r . -
= a=45°=— rad, puesto que su afijo esta en el primer

cuadrante.
= (2\'6)45' = (2@11-;4

c) z= 25=:Hr:'1=2,icu=9\t'J°=—;£rad::-z=29.,-=2,,,rz

d)z=-2-2i=m= z\/i,a=2zs==f’41 rad
= (2\@225- it (2@571:4

3
e) z=—2f==m=2,a=2?0°=7“rad=sz= 20 = 240n

fl z=2om=2,a=0"=0rad=z=2,.=2,
2
gr.lz=—2+2i=>m=2\/3.tga=72-= -1

= a = 135° puesto que su afijo estd en el segundo cua-

drante.
= (2\/-)135 = (2\/_:]3«;4

h)z=-2=m=2,a=180"=7wrad = z=2,,=2_

Expresa en forma polar y trigonométrica los siguientes
complejos.

a) —2V/2-2\/2i
b) 4i

¢ 4—a4\/3i

d) 3 +3i

: 5 5
a)z=-2\2-2 2.=4m=4(cos~;— +FsenTW)

b}z=4i=4m=4(cos%+1'sen%)

c) z=4—4\/_.- B —B(cnssT+:5ensT1T)

d)z=3+3i =(3\/§)m,. =3\2 (cosg +isen§)

Expresa en forma bindmica estos complejos.

a) 33 d) 8=
B 3
b)1z e)3x
5 3
c)2._
m . 3w\ 3Va 3V2
al 35 —3(CC‘ST +ISEnT) = —T +T[
= Vi 1
b) 1. = cos +rseng i

€) 2.=2cosw+isenmw) =—

4 L
d) 8, = a(cos = +isen —;—r—) =—4-4\3

e) 3, =—— +—=j
) 3e 2 2

Expresa en forma binémica los siguientes nimeros com-

plejos.
5 S5
2(cos —+isen —
a) (cos 3 isen 3 )
Iw
b) 3\/_ (cos —+isen T)
c) 3(cos3+isen3)

a) 2((05%” +Isenvf;—w)=1 -\3i

b) 3\/5(.:05%“ +isen -341) =—3+3

c) 3(cos3 +isen3)=—2,97 +0,42i

Representa grificamente estos niimeros complejos.

a)3-2i

b)4+2i

c) -1-3i

d) —4—i

e) 4,

fj 32'"1‘

g) 2 (cos 150° + i sen 1507)
h) 2 (cos 45° — i sen 45°)

—ree —r—

[T T T T THTT T T]
i._ I | S __| .__..__:. __..—-—|—-|
S I ) S s |
: 1 | | J_ . 1!4+|2I I
:-— — i+ - ‘| i ____l_._‘____i
| I |
| [ | i 3
Lo o 1 o | r|
e e sk G A S RN i
| BEREE
e e R B B e & P
. . | |
| =13 b
| | | [ |
! Fi N T i Lo

1‘. 4‘5'

=N
¥

N 2 3 4 5

"® 2 (cos 45° — i sen 45%) = 2,

5. Nomeros complejos @



Efl Calcula el conjugado, el opuesto y el inverso de los nime-

ros complejos del ejercicio anterior.
alz=3-2i
zZ=3+2

=—1+3i
—z=1+3i

1 1 3
z 10 10
dlz=-4—i
Z=—4+]
—z=4+]
1 4 i
z 7 17

EWHENEN

g) z =2(cos 150° + i sen 150°)
Z = 2(cos 150° — [ sen 150°) = 2(cos 210° + i sen 210°%)
—z = 2(cos 330° + i sen 330°)

|

_ :l(cos (—150°) +isen(—150%) =
z 2

s_%(cosﬂ{)" + i sen 210°)

h) z = 2(cos 45° — i sen 45°) = 2(cos 315° + i sen 315°)
Z = 2 (cos 45° + i sen 45°)
—z =2 (cos 135° + i sen 135°)

1 1
— =—(cos (—315°) +isen (—315%) =
z 2
1
- 7 (cos 45° + i sen 45°)

Calcula el valor de m para que el niimero complejo m + 4i

5 5V2
tenga el mismo mddulo que — — ——i.

Va2 2

Hallamos primero el médulo de m + 4iy lo igualamos al mé-
5V2

5 ) ; _—
dulo de — — i. Mediante este procedimiento obtene-

V2

mos el valor de m:

7 25 50 :
Vmt+16= T+T=,m =9=m==3

Por tanto, los nimeros complejos serfan 3 + 4iy —3 + 4i.

m Trigonometrio y nUmeros complejos

Operaciones con nimeros complejos en forma polar

Resuelve los siguientes productos.

1
d) [4]{5* lzl%' (;)‘_

e) 2+ 2:‘}'(\/1._")_1
3

f) 62,

a) (3]%' (2}%

€) =35,

al 354 2. = 614z

b) (V2).* (%é)s,,} =15 =14

€) =3 545 = 3yep Sus = 15355

1 8
d) 4y 250 (E),, = (g)mm

e) (2+2i): (\/i)m = [:2\'/5)-.41 . (Vs)m =47
£) 62,0 =6p 2y = 12,
Calcula los siguientes cocientes.

10=
3

= ﬁi 1244
a) B &) 2 « o d) i
3
10,
a) s 5q
2.
b) ‘::2' =1,
6
G =33 = 3500
2
d) 12;“' i IR o S
Calcula.
1 7.3
— H ‘ —— — M
a) (3 — 2i) c) (2 2:)
5
b) (V3-i) d)(2+iy

a) 3-2i)= (3—-21(3-2 = (9-12/—4)(0—12i—4) =
=(5—12/)*=25—120i — 144 =—119 — 120i

b (V3-i) =(V3-i)(V3-i)(V3-i)=
=(3-2V3i-1)(3-2V3i -1)(V3-i) =
= (2-2V3)Y(V3-i) = (-8 -8V3i)(V3-i) =
= —16V/3 - 16i

, (1_1-)1__1.

[ o 2 2: = 2!

A2+ =2+iR2+h=0@B+4-12+i) =
=B+4NR2+)=6+3+8—4=2+11j

Calcula.
a) (1 — 2i)* c) ‘\«‘4 —81i

1+ i\/fs_‘ 1 s :
) d) V3V3 +V3i

52
a) (1-2)"= (\/gzgs,sr- = 52629&,51'-52 = 5263111,64'

b) (1 ~ :’\{5)‘1 = ("'?'EE.'“)U &S zﬁ[w—ﬂsu-!z = zsm' = —64
L \/5315'
<) Y —8li= \'4 Bl = 37 3155 Jaarss Jamse
d) V33 +V3i = V30,0 =
= %m-i %?5.59'-' \1?3_0143,594 %2 I%?';%ﬂhﬂ’




Calcula el médulo y el argumento de:

(=1+V3) - (Va+i) - (VB=D) 4+
Calculamos cada factor paso a paso, trabajando en forma
polar:

z=—=14+V3i = m=V(~112+V3=Va=2

tga = —V3=a =120°, puesto que el afijo esta en el se-
gundo cuadrante.

Por tanto:
(=1 +V3i) = 20 =840 = 8,
Z = VE +i=2m=2

1

tga = T:o a = 307 puesto que el afijo estd en el primer
3 cuadrante.

Por tanto:

(V3 +i)' = @up)* = 16130
z3=\/§f-i = m=2

1
tga = ——V:== o = 330° puesto que el afijo esta en el cuar-
3 to cuadrante.

Por tanto:
V3-i=2,,
L="==—j

Sustituyendo v realizando las operaciones que se indican, se
obtiene:

2°2 23 + 2, =8y 16130 2350 — | = 25650 — 1 = 2560 — i =
=256i — j = 255f
Por tanto: m = 255, &« = 90°

Resuelve las siguientes potencias.
4 | 50
a) [(\E)g] b) (cos I +isen 1) c) (1 _:_1)
3 6 6 2
o4
a) (\E m‘:) = O4uns

b) cos— + i sen — !—cus"—THsen-E
6 6 2 2
c '“3-#2}5“ =T = 1q

Representa graficamente las seis primeras potencias del
nimeroz=2—2i.

z=2-12j 2 =64, 30 =64,y

2 =2V2, 2 =128V/2, 550 = 1282,y
£=85;w=31?u' 2" =512, 450 =512y

2 =16V 20 = 16V 2,
14

51240

128235
o.,..

5‘4”" ’ 2\5:15-
16¥Zse | ™ By

Y

[H Calcula las siguientes raices.

46

a)'\/m
b) V=i

c) v’sz?
d) V=625
eJ'\Jfﬁ

f) V243,

a) Hay dos raices con médulo V3, y argumentos:

a

3
Oy = — =—
V2 6

i

il

3 » 7
R TR

Por tanto, las raices son:

\/gm ¥ \’ghms

b) Existen dos rafces cuadradas de —i:

V=oi=V1p=

1 135*

1315'

(‘\l‘/—)"ﬁ?ﬁ'
&) V2=2i =V (V85 = < (\;)
8

31375
San
@ ﬂﬁ:x@_ég
e
21.1'6
el \J/E = '\3/8,,_,2 = < Zein

29::6
312"
; Boo

f) V243 .= 3is50
.
3300'

Calcula.

a) V1+/3i

b) (1 — i)™

k]
) \)’—'i i B

+/3i

d)VV3+3V3
al { 1+ -\/if = 'v's p ] \E?Elr; \}Ear: {5155'? {5223'? ﬁlun'
b) (1 - = (\’5.115')“' = ": ﬁsﬁs‘
B B B
= @33,75-3 @1;3_75-} \f3_2m;5-; ﬁ}ua,rs-

V=1+i _ V (V2)sssr) _ 82 _ 51
“Vivs | Vawr ‘/; (“)w
( y 1’2)15'7-( y ”2)?5-?(\3/@135-3 (m)m»’ (m)zss-i

(V172)s.s

d) 3+ 3\X§f = G 6gpr = %15-} %10;? %195-5 %1,;5-

=

4

5. NOomeros compleios @



Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)z*+81=0 d) (z+1)7+25=0
b)'+22+1=0 e) 2+ (3=i)+(2—2i)=0
c) #+32z=0 fl Z2+2+152—=17=0

a) z* + 81 = 0 debe tener cuatro soluciones en el campo de
los complejos.

4
z="Y—81. Escribimos —81 en forma polar, esto es, 81,4,
con lo que las soluciones son las raices cuartas de este nu-
mero complejo:

i 355
z= \/3_1130' 335
33

b) z* + 22 + 1 =0, trabajamos como con las bicuadradas, pe-
ro en el campo de los complejos.

-2:xV4-4

Hacemos x = 2, con lo que x= =—1, que es

una solucién doble.

Pero z* = —1, con lo que las soluciones de la ecuacion son:
iy —i, ambas dobles.

¢) Z*+ 32z=0, debe tener seis soluciones en el campo de
los complejos.

&
2z +32)=0= z=0y z=V —32. Calculamos las raices
quintas de —32, expresando previamente este nimero en
forma polar: 32,4

2.

5 éé 2108
z=V(32) 2,500
2352

Las seis soluciones son 0, 2yg, 208 210w 22620 ¥ 2azen

d) (z+ 1)* + 25 = 0. Esta ecuacidn tiene dos soluciones en el
campo de los complejos.

z+1)P=-25=z+1=
Es decir, las dos soluciones son:
—14+5iy=1-=5j
e) z* + 5 —3i= 0 debe tener dos soluciones complejas.
Z'=—5+3i,porloque:z="V(—5 + 3i)

Expresamos el radicando en forma polar y averiguamos
las dos rafces que seran las soluciones de la ecuacién.

—25=z=—145j

3 ;
m=V34tga= —gr-m = 149,04°, pues su afijo estd en

el segundo cuadrante. Por tanto:

7= m =V {\/ﬁm.m'] =

V34,5 = 0,64+ 2,330

= a4
< V34,505 = — 0,64 — 2,33i
Asi pues, las dos soluciones de la ecuacion son:
0,64+ 233iy —0,64 — 2,33/

f)] 22+ 2%+ 152 — 17 = 0, esta ecuacién debe tener tres solu-
ciones complejas.

Por Ruffini obtenemos la primera solucidén: z=1= 1,
El cociente, 22 +22 +17 = 0, debe tener dos soluciones,
—2+V—-ea -228i
TIIE
Asi pues, las tres soluciones de la ecuacion son:
1,—1+4iy—1-4

zZ= —1*4

m Trigonometria y nUmeros complejos

Problemas de aplicacion

Calcula el inverso de estos nimeros complejos.
a}' Sm«.. b} 6" CJ 2 = 2:'

;Qué relacién hay entre los médulos de un nimero com-
plejo y los de su inverso? ;Y entre los argumentos?

1 1 1
sl
2“'2!' '\/ERIE‘ \/E —315"

Los mddulos de un nimero complejo y de su inverso son in-
versos y los argumentos opuestos.

Halla los complejos que cumplan que el cuadrado del in-
verso del opuesto dividido entre (1/8),,. dé 2i.

Si z=m, , el enunciado pide averiguar los complejos z que

1 PN
cumplen gue [ i }] :(E)SD' =25

g = ) [ O

2
= (—) , sustituyendo tenemos:
3607 — Qo

m

), @), -2

= (i)z: (1) =2y 360°— 2a —30°= 90°
m 8
de lo que se obtiene: m=2 y a= 120°
Asf pues, los complejos son: 2,500 4 4. 150 KEZ

Determina dos nlimeros complejos z, y z; sabiendo que su
cociente es 3, que la suma de sus argumentos es /3 y que
la suma de sus médulos es 4.

m m
—=3=—=3ya—B=0°
m' m

-B=0°
w=h = a=30° p=30°
a+ p=60°
m=3m’
{ = m'=1, m=3
m+m'=4

Los ndmeros son 355y 156~

Calcula dos complejos cuyo cociente es 4, sus argumentos
suman 40° y la suma de sus modulos es 14.

Sean los complejos m,, y n,,.

Su cociente es 4, es decir 4,., por lo que tenemos:

m
—=4ya—pB=0°
" ya—P

La suma de sus argumentos es 40°, por lo que tenemos:
a+ p=40°
La suma de sus moduloses 14:m +n=14

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cion de sus incagnitas, se abtiene:

min=4 56 14

= m=—n=—
m+n=14 5 5
u—B:O“ o o i a
{a+B=4U“ = a=20°%p=20

Por lo que los complejos buscados son:

e
- 5 :o'y K 5 Jar



Calcula dos nimeros complejos tales que su producto sea
8iy uno de ellos sea el cuadrado del otro.

Sean los complejos m, y ng. Su producto es 8i, es decir, 8,;:
M Ng=8p=>m-n=8yun +|';!-=%r

Uno de ellos es el cuadrado del otro;
m, =gl =n)y=>m=n'ya =28

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cion de sus incagnitas, se obtiene:

m-n=8

[m=n: = m=4n=2
a+p=m2 _m,_m
{ﬂ=2ﬁ SRR

Con lo que los dos complejos buscados son:
M, =4 5y ny=2
El producto de dos nimeros complejos es 3i, y el cubo de
uno de ellos dividido por el otro es 1/3. Calcdlalos.
Sean los complejos: m, y n1,. Del enunciado se deduce que:

m
m,,-nﬂ=3m=>m-n=3ya+ﬁ=3

3 3
L L T
n_u_(3)ﬂ'= n y3a B—U

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cion de sus incognitas, se obtiene:

m-n=3

m 1 =m=1,n=3

n 3

-:na+|3=E ks 3w
2 sa=—B="—1

3a—B=0 8 8

Con lo que los complejos son:
My = Tom Ny = 330
Dos nimeros complejos tienen el mismo maédulo, sus argu-

mentos suman 50° y uno de ellos es el conjugado del cua-
drado del otro. Calcilalos.

Sean los complejos m, y n,. Del enunciado se deduce:
m=n,a+p=50°
m, = [(ng)*] = [(n%)6] = (N300 — 29 => M = 1%, @ = 360° — 28

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cién de sus incognitas, se obtiene:

m=n

[m=nz =m=1,n=1

a+ B =50° e _
[a=360°~2;3 = a=-—260"=100°% B =310°

Con lo que los complejos son:

My = T M = Taer

Determina los nimeros complejos que cumplan que el cu-
bo de su conjugado coincida con su opuesto.

Hay que hallar la expresion de los complejos tales que el
cubo de su conjugado coincida con el opuesto, es decir:
(Z)V =~z

Siz=m,, el enunciado se traduce en:

(Magy— o)’ = Mgy .o =M’ =my 3(360°—a) = 180° + «

m =1, puesto que no consideramos la solucion trivial m =0,
ym=0.

3(360° —a) = 180° + ot = o = 225°
Por tanto, los complejos buscados son:
Z2= e s w0 KEZ

Hi Calcula todos los nimeros complejos que cumplan que el

cuadrado de su inverso sea el opuesto de su conjugado,
Hay que encontrar la expresion de z € C, tal que:

1 2
z
5i z=m,, esta igualdad se traduce en:

1] 2
(m“) = =M _ ) = Mg .

wasmaf o e e

tenemos:

(;:E)J-{!ﬂ"—n} P ™
y 720° - 2a=180"—a
de lo que se deduce que:
m=1ya=180"+k-360°, keZ
Por tanto, los complejos buscados son:
z:}mu',t.;w.kez
Una de las raices cabicas de un nimero complejo es 8i.
Calcula dicho nimero y las otras raices.

Dado que Bi = 8., es una de las raices clbicas, z= [390.]3 =
= 5125, = —512i, y haciendo uso de la interpretacién grafi-
ca de la radicacién en los complejos, se puede deducir que
las otras dos raices son: 8, ¥ 83

3
Encuentra el nimero complejo que sumado a (—\/i+ :'V’E)
da como resultado 4 (cos 315° + i sen 315°). Expresa la solu-
cion en forma polar, bindmica y trigonométrica,

Dado que hay que sumar, es conveniente trabajar en nota-
cion bindmica o trigonométrica.

(@ +bi) + (=VZ + V2i) = 4(cos 315° + i sen 315%

Primero se calcula la potencia del binomio (-—\/5 + VE!}
para lo cual es conveniente usar notacién polar:

3
]

m=2,tg = —1=>a = 135° puesto que el afijo estd en el
segundo cuadrante.

Por tanto: (—V/2 + \51')3 T e e T

= B(cos 45° + i sen 45%)

Aislando el complejo buscado:

a + bi = 4{cos 315° + i sen 315°) — 8(cos 45° + i sen 45°)

2 8V2
2

a=4cos315°—8cos45“=——72.—__2\/5

Vay V2
b= 4 sen 315° — 8 sen 45° = 4(—7)— 372 =—6\2
Es decir: a + bi= —2V2 — 6\/2i
Buscamos el médulo m = 41/5
tga=3= a=25157"
Con esto el numero complejo buscado es:

a+ bi=—2V2 - 6V2i = @V5)y, 0=

= 4\/5[(05 251,57° + i sen 251,57°)

Dados tres nimeros complejos, 2,, z, y z,, sabemos que z,
es el conjugado de z, y que z; es el conjugado del opuesto
de z,. ;Como son entre ellos z, y z,?

La transcripcién del enunciado es:
=7
z=(—5)
Se deduce que la relacidn entre z; y z, debe ser:

a=[EN=-7

5. NUmeros complejos m
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Calcula sen 4« y cos 4a utilizando la formula de De Moivre.
La férmula de De Moivre es:
(cos o + i sen o)” = cos no + i sen na
Aplicamos la formula a una potencia de exponente cuatro:
(cos e + i sen a)* = cos 4e + i sen 4o
Desarrollamos el primer miembro y se obtiene:
(cos o + i sen a)* = (cosa + i sen)® (cos a + j sen)® =
= (cos’a+2icos - sena— sen‘a ) -
< (cos’o +2icos e sen o —sen’ «c) =
=costa+2icos’a- sena — cosPa - sena+
+ 2jicos’ o sena—4costa - sen’ o —
— 2icosw:sen’ o — senfa-cos’ o —
— 2icosa-sen’ o +sen* o
Igualando:
cos dce + i sen 4o = cos* o — 6 cos’ @ - sen’ o + sen’ o +
+ (4 cos’ a - sena—4cosa-sen’ o)
Por lo que:
cos da=cos' « — 6 cos’ o - sen’ o + sen* &
sendae=4cos’ o sena—4cosa - sen’ o
Comprueba las formulas del seno y el coseno del éangulo
doble demostradas en la Unipap 4 empleando la formula de
De Moivre.

(cos a + i sen a)’ = cos 2a + i sen 2a
De forma anéloga al ejercicio anterior:

(cos u(+ isena)=cos’a+2 cos o (i sen a) + (i sen @)’ =
=cos?a + (2 cos o - sen ali — sen® a

lgualando:
cos 2o + i sen 2o = cos® o + (2 cos o - sen a)i — sen’ «
Con lo que:
cos 2a = cos’e — sen’u
sen 2o =2 CO5 ot - 5eN o
Tenemos un triangulo de vértices A(1, 1), B(2, —1) y C(—3, 2),

y lo giramos un dngulo de 30° con centro el origen de coor-
denadas. Calcula los vértices del tridangulo girado.

Los vértices del tridangulo son los afijos de los siguientes na-
meros complejos:

A1) =1 +i
B2, -1)=2—i
C-3,2)=-3+2i

2
Multiplicando los complejos que representan los vértices por

¥4
Girar 30° es multiplicar por 1,5 = (T + —:).

- . . ; ; :
(—2- + wi:), se obtienen complejos cuyos afijos son los vérti-

ces del tridngulo resultado de girar 30°,

A0 +1) (\§+2) (\r“‘ \/_2-”1‘)
jA,:( _1, 3+1)

2
, 1,
B2 - ( 2)

2-

(2\/_+|

)

1

v

2

8 3+2:}( -1—)
2
V3

:’C,(av‘;z )

3
”FJ

( —2+2\z'2—3r,)

Trigonometria Y nUmeros complejos

[ Los afijos de los puntos z, y z, forman un triangulo equila-

tero con el origen de coordenadas. Calcula z,, sabiendo que
zy=4+5i.

Z;
Zy

P
o

ol X
Las coordenadas polares del punto (4, 5) son las siguientes:

m= V& 5= Va1

tg o =-i-=:-u= 51,34°

Imponiendo un giro de 60°, tenemos:
VESIJA' 1o = Va1 3y30= (—2,33; 5,96) = —2,33 + 5,96i

Observa que existe otro triangulo equilatero cuyo tercer vér-
tice se obtendria imponiendo un giro de —60*

V}:ﬁsa,s-r‘ 1 e = V{H—m-: {6,33; —0,96)

[ Un hexagono regular centrado en el origen tiene un vértice

en el punto (3, 3). Calcula los otros vértices.

A partir de un vértice de un hexdgono se pueden obtener los
otros cinco multiplicando el complejo correspondiente al
vértice dado por 1.

Por comodidad, en este ejercicio trabajaremos con notacién
polar:
(3, 3) es el afijo correspondiente al complejo V 18,;.. Por tanto:

V184t 1gp= V18,5 = (—1,1; 41)
Vi T = V1B = (—4,1; 1,1)
\/ﬁm' o= m}zr =(—-3 —-3)
ﬂzzs‘ e = ﬁm- =11 —-41)
\ﬁ—aaas' g = \/1—5345- =41 —1,1)

@ Considera las siguientes aplicaciones en el plano:

a: giro de centro el origen y de amplitud 30°,

P: simetria respecto del origen de coordenadas.
~: simetria respecto del eje de abscisas.

&: giro de centro el origen y de amplitud 607,

Halla las coordenadas del punto que se obtienen al aplicar
sucesivamente a, f3, v, d, al punto (2, 3).

2, 3)= V134,
o=V 1353 139
p= Viﬁm.;ﬂ'
¥= Vfﬁn.ﬁg'

8= V135300 + g0 = V1315309 = (3,23, 1,59)

= \/Essm'



Evaluacion (pagina143)

1. Escribe un nimero complejo que sea real y otro que sea imaginario puro. Explica cada caso.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Namero real: 2 + 0i
Como la parte imaginaria es nula, el nimero es real.
Ndmero imaginario puro: 0 — 3i
Como la parte real es nula, el niumero es imaginario puro.

2. Halla el conjugado y el opuesto de los siguientes nimeros. Represéntalos en el plano.
a) z=-2—4j € z=—-7+2i
b) z=3 +5i d) z=8-3i
a) Conjugado: —2 + 4/ ¢) Conjugado: —7 — 2/
Opuesto: +2 + 4i Opuesto: +7 — 2i
7 Im | _z Im]
2+ I B
4 I
| o . ) | q- ‘i 1 'Re- | N e e | ) L | IRE
4§ Zu 1 —Z
b) Conjugado: 3 — 5i d) Conjugado: 8 + 3i
Opuesto: —3 — 5i Opuesto: —8 + 3i
Im| Im|
1 b d 4 z
1+ 1+
————=———— e
AN Re 9 2 Re
-7 Z | 1
3. Realiza estas operaciones, pasando a forma bindmica o polar, segin convenga.
3+i
al 2—-3n+(-5+4i
) ( i)+ ( ) 215
b) 1—-N—-(-8+70 e) 2y + 540
<) (2—9i)-(3+4i) fl 1+
a) —3+i
b) 9—8i
c) 6+8i—27i+36=42—-19i
g 3+ 2-3 6-9i+2i+3 _9-7i
2+3i 2-3i 449 13
Vi o1 V3 5 [5V3
e) 2(cos30° + i sen30°) + 5(cos60° + isen60°) =2 -T+ 2;'-3+ S~3+SEJT3= 3 +—+i(T+ 1)
fl 0+ = (\E-GS') =( 2 25t = (4@225'

4. Utiliza la férmula de De Moivre para calcular las siguientes potencias.
a) (2-3i) ¢ 3-i
b) (-1 + 4i) d) (1+a°

a) 2 =30 = (V13_03) = V1F(cos3- (~56,31) + isen(3 - (—56,31))) = —46 — 9i
B) (—1+4) = (V1710000) = V17 (cos(3 - (104,04) + isen(3 - 104,04) = 47 — 52i
o B-i= (\/ﬁ-m,.)’ = 10(cos(2 - (—18,43) + isen(2 - (—18,43))) = 8 — 6/

d) (1 +1° = (V2,s) = 8lcos(6 -45) + isen(6 - 45)) = —8i
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5. Dado el nimero complejo 2,,., escribe sus cinco primeras potencias y represéntalas.
(270) = 41
{210-}3 =8y
(2,60 = 16350
(230) = 32550
Comprobar que el alumno lo representa correctamente.

6. Encuentra una ecuacion de segundo grado cuyasraicesson3 + 2jy 3 — 2i,
Z-@B+2)-2-3-2)=0=2—-62+13=0

7. Resuelve estas ecuaciones e interpreta las soluciones geométricamente.

a) z'+256=0 ) 2-1M7F+362-26=0

b) 7 -62+10z=0 d) z*— 37 -327 + 61z= 156

al z, =4, z, =4y Z; =45 Z; =4y
b) z,=0 z;=3+i zy=3—i

¢ z,=1 2, =5+] Z=5-—i

d) z;=-4 z,=3 z,=2-3i z,=2+3i

8. Halla las raices que se indican. ;Qué obtenemos en cada caso al unir los afijos que son solucién?
5
a) V2-2i b) V-23+2f o V-3-33i d) Vi-i
a) 2-2i=V8_,
zZ = ‘\/E—:s- H= \v/iws' 5= VE::S'
b) —2V3 +2i=4,
4 4 1 4
= vz:?,s* &H= \/Zm.s' 23 = V“Em.s' Z = \/‘-1301.5'
¢ —3-3V3i=6y
5 5 5 5 5
Z = \/gw L= \/gun- 23 = ngz' Zy = VEIM = vgaas'
d) 1-i=V2_,s
12 1 1
z, = V(.;._,_s. 5=V L= \‘JGHLS'
12 12 |
L= \fiwz.s' 25 = \/5232.5' Z = \}3232,5-

9. Halla a para que el nimero ita sea:
a+2i
a) Un nimero real. b) Un nuimero imaginario puro.
3+ai a-2 _3a-6itdi+2a _5a . a-6
a+2i a-2i a+4 a+4 a'+4

a) -6=0-a==V6
b) 5a=0—>a=0

10. El cociente de dos niimeros complejos es 3i. Halla estos dos nimeros sabiendo que la suma de sus argumentos es 150" y la
suma de sus médulos es 20.

R
._ﬂ_.—_(ﬁ) = 3j = 3,
(A rila-p

a —pB=90°
[ P 3 =R=15r=5

R
¢+B:1505=>u:]20,ﬁ=30° r
R+

r=20

Los nimeros son 15,304 530
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GEOMETRIA ANALITICA

EN EL PLANO

| estudio de la geometria analitica del plano serd el hilo conductor de la unidad, los alumnos aprenderan a trabajar con
ellay comprobardn su aplicacion en la vida cotidiana.

Al inicio de esta unidad se presentan los vectores y sus operaciones que los alumnos conocen de cursos anteriores, y
se introducen los conceptos de base y base candnica. A continuacién, se presenta una nueva operacién con vectores, el pro-
ducto escalar, asi como su interpretacién geométrica y sus propiedades. Es importante que el alumno recuerde conceptos
como vector unitario para poder comprender otros que se definen a partir de este, base ortonormal.

Se trabajan las diferentes ecuaciones de la recta en el plano para utilizarlas después al determinar rectas paralelas y otras
posiciones relativas entre rectas. Finalmente, se estudian las distancias de diferentes elementos del plano y las caracteristicas
que cumplen.

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitiran al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de més de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT) a lo largo de toda la
unidad. A través del conocimiento de la geometria analitica del plano, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el
razonamiento l6gico-matematico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene
recurrir a los medios informaticos.

Especial interés tienen las actividades propuestas con GeoGebra a lo largo de los epigrafes, asi como las actividades interac-
tivas del test de autoevaluacion que se encuentra al final de la unidad.

A través de la incorporacion del lenguaje matematico a la expresién habitual de los alumnos, se fomenta la competencia
en comunicacién lingtiistica (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos mateméticos que los alumnos han de
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la
resolucién de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas (CSC) se desarrollan en el drea de Matematicas mediante la aceptacién de otros puntos
de vista en la resolucién de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver de
diferentes formas, el manejo de los conceptos relacionados con la geometria analitica del plano, etc; para trabajar con los
alumnos el hecho de que distintas soluciones pueden ser igualmente vélidas. El reconocimiento y valoracion de las aporta-
ciones ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacion

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque debera adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

I Manejar los vectores en el plano y operar con ellos.

I Reconocer bases y determinar bases ortogonales y ortonormales.

I Trabajar con el producto escalar y sus propiedades.

I Reconocer y manejar las diferentes ecuaciones de rectas en el plano.

I Determinar la posicion relativa de rectas en el plano, asi como distancias entre distintos elementos del plano.

Atencion a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podrén utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.
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PROGRAMACION DE LA UNIDAD

Contenidos Criterios de evaluacidn ~ Estandares de aprendizaje evaluables Competendias dave
Vectores 1.Conocer y manejar con predision los conceptos | 1.1, Establece correspondencias analiticas entre las amcT
Vector fijo y vector libre bésicos de la geometria analitica. coordenadas de puntos y vectores. a
Operaciones con vectores 1.2.Calcula la expresion analitica del mddulo de un vector. CAA
Combinacidn lineal de vectores, 1.3.Distingue y maneja vectores fijos y vectores libres. sC
Base 1.4, Realiza correctamente operaciones con vectores.

2.Comprender el concepto de base. 2.1.Reconoce el significado de combinacidn lineal de dos

vectores.

2.2.Determina la independencia de vectores para llegar a

formar bases en el plano.
Producto escalar 3.Manejar la operacidn de producto escalar y sus | 3.1.Calcula la expresion analitica del producto escalar y cmcr
Un producto entre vectores: consecuencias. maneja sus propiedades. 0]
producto escalar 3.2.Comprende la interpretacidn geométrica del producto a
Interpretacion geométrica del escalar. CAA
producto escalar 3.3.Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para comprender
Propiedades del producto escalar la interpretacion geométrica del producto escalar de vectores.
Determinacion del dngulo que i
forman dos vectores 4. Entender los conceptos de base ortogonal 4.1.Emplea las consecuendias de la definicién de producto
Expresién analitica del producto | y base ortanormal. Distinguir y manejarse escalar para normalizar vectores, calcular el coseno de
escalar con precisién en el plano euclideo yen el un dngulo, estudiar |a ortogonalidad de dos vectores o la
Expresidn analitica del dngulo plano métrico, utilizando en ambos casos sus proyeccidn de un vector sobre otro.
entre dos vectores herramientas y propiedades. 4.2, Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para comprender

los conceptos de base ortogonal y base ortonormal.
Rectas en el plano 5.Interpratar analiticamente distintas 5.1.0btiene la ecuacion de la recta en sus diversas formas, [ la}
Ecuaciones de la recta situaciones de la geometria plana elemental, identificando en cada caso sus elementos caracteristicos, Q)]
Rectas paralelas obteniendo ecuaciones de rectas, y utilizarlas 5.2, Reconoce y diferencia analiticamente las posiciones a0
Posicidn relativa entre rectas para resolver prablemas de incidencia. relativas de las rectas, CAA
Angulo formado por dos rectas. 5.3.Calcula angulos entre dos rectas.
Perpendicularidad 5.4, Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para estudiar

propiedades de la geometria analitica como determinar

ecuaciones de |a recta o posidones relativas entre ellas.
Distancias en el plano 6. Interpretar analiticamente distintas 6.1.Calcula la distancia entre dos puntos, wma
Distancia entre dos puntos situaciones de la geometria plana elemental, 6.2.Calcula Ia distancia entre un punto y una recta. 0
Distancia entre un punto y una obteniendo ecuaciones de rectas, y utilizarlas 6.3.Calcula la distanda entre dos rectas. L
recta para resolver problemas de célculo de distandias. | 6.4.Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para determinar | CAA
Distancia entre dos rectas distandias entre distintos elementos del plano.
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Presentacidn de la unidad
Repasa lo que sabes

1. Vectores
= Vector fijo y vector libre
* Operaciones con vectores
* Combinacion lineal de vectores, Base

'~ revvereonndy Ge0Gabra, Combinacion lineal de i
¢ vectores

2. Producto escalar

+ Un producto entre vectores: producto escalar

* Interpretacidn geomética del producta
escalar

- Pmpiedmes dEI p[m“tm a[alar E-"n--u--.- - R e

+ Daterminacion del angulo que forman dos R @ GeoGebra. Interpretacion del producty
vectores i escalar

= Expresidn analitica del producto escalar

+ Expresidn analitica del angulo entre dos
vectores

+ Base ortogonales y bases ortonormales del
plano

Pebissenanaae

| Actividades de refuerzo
 Actividades de ampliacion

3. Rectas en el plano

* Ecuaciones de la recta

* Rectas paralelas

= Posicidn relativa entre rectas

= fingulo formado por dos rectas,
Perpendicularidad
: Pr"eh d! m'dﬁ“ :‘.................

4, Distandas en el plano
+ Distancia entre dos puntos
+ Distancia entre un punto y una recta
* Distancia entre dos rectas

& GeoGebra.Distancia entre un punto
yuna recta

EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIOSY PROBLEMAS

iy Actividades interactivas. Test
i de autoevaluacion 3

Frarrersaranan,
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Repasa lo que sabes (pagina 145)

1. Halla las raices de los siguientes polinomios.
a) plx)=2x'—6x —12x+ 16 b} glx)=x"—10"+9

a) Para hallar las raices de un polinomio clbico aplicamos la regla de Ruffini con los divisores del término independiente que en es-
te caso son: D(16) ={*1, =2, =4, =8, £16}
Las raices de este polinomio sonx=1,x= —2,x=4ya que:
2 -6 -12 16 2 —4 -16
1 ‘ 2 —4 -16 -2

-4 16
BEEC IR P

4 | 8
|

7 To

10£V100— 36 = -
B) En este caso, es una ecuacion bicuadrada por lo que se resuelve directamente: x* = e {ﬁ ? :i f?
=1=2x= =
2. Calcula las soluciones de estas ecuaciones.
5
al] 3Vx—1= b) log(x+7)—log(2x—4)=1-log(x—1) ) 2°—3-4"'=-44

Vx—1

8
a) 3'{1—-13=5=>x=§

x+7 1\ _ 10 x+7 10 . = x=13
b) Iog(zx_4)—log(x_1)=a2x__4+x_1=>x1 14x+33—0=>{x=ﬂ

=4=x=2

X 2.4 = =t 2 g =
€ 2-3-4=44= -3V +2'+44=0=1 5 _ —%=3mlucién

3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) 3x+ y+ z=5 b) x+y=5
2%— y+4z=5 x—y+z=7
—2x+3y— z=0 y+z=3
a) 3x+ y+ z=5 3x+y+z=5 x=1 b) x+ty=5 x+y=5 x=14/3
[ x— y+4z=5=y y—2z=-5=1y=1 X—y+z=7 = —2y+z=2=1y=-1/3
—2x+3y— z=0 7z=7 z=1 y+z=3 3z=8 z=8/3

4. ;Cémo calcularias de manera no gréfica el punto de interseccion de las rectas y = 3x — 6 e y = 2x — 57 Calcula dicho punto.
El punto de interseccién de estas dos rectas se puede hallar de forma no gréfica con un sistema de ecuaciones.

[i* ;"‘ - : =3x—6=2—5=x=1=y= —3 El punto de interseccion de estas dos rectas es (1, —3).
= LAX =

5. Resuelve estas ecuaciones trigonométricas, dando sus soluciones en el intervalo [0, 27).
V2
a) sen|~|=—= b) tg(x+m)=0 c) sen[x+—|=—1
2 2 2
al | X_ T ,x=" b} c) w 3w
2 4 2 xt+tm=0=x=—m x+-2—=-?=>x='n-
X -3In 3w x+m=a=2x=0
—="—x=
2 4 2
6. Calcula el niimero complejo w en cada caso sabiendo que z, =2+ 3iyz,=—1—1i.
a) w=z,+2z, b) w=2-2,-3-2,
a) w=z+z,=2+3)+(-1-)=1+2 b} w=2-2;,-3-z,=(4+6)—(—-3-3)=7+9i
7. Representa los siguientes nimeros complejos.
a) z=2+3i b) z=-2+3i c) z=2-3i d) z=-2-3i
a) b) c) d)
Im| _ Pm_A | ! | Im | Im
. Z\ e =t
— = et t———— ———t—f———— ———=————
oF Re el Re Re | Re
il 1 zi z-! I %




Sugerencias diddcticas. Recursos TIC

Combinacion lineal de vectores (pagina 148)

En el archivo de GeoGebra puede verse la representacion gréfica
de una combinacién lineal de dos vectores segun los valores de
las componentes a y b. Maviendo los deslizadores correspon-
dientes se puede comprobar, mediante la regla del paralelogra-
mo, que la combinacidn lineal de los vectares resulta un Gnico
vector cuya direccion coincide con la de la diagonal del paralelo-
gramo determinado por ambos vectores. También pueden mo-
verse los extremos de los vectores y obtener asi otras combina-
ciones distintas.

Interpretacion geométrica del producto escalar (pagina 150)

En el archivo de GeoGebra aparece representado un par de vec-
tores y la proyeccién ortogonal de uno de ellos sobre el otro. Mo-
viendo los extremos de los vectores se obtiene la longitud de la
nueva proyeccion en cada caso.

Distancia entre un punto y una recta (pagina 163)

En el archivo de GeoGebra se muestra, paso a paso, el método
geométrico para determinar la distancia entre un punto y una
recta. Puede ser interesante comprobar que se obtiene el mismo
resultado que utilizando el método analitico descrito en la uni-
dad. Moviendo el punto o la recta se obtienen nuevos ejercicios.

Rectas y puntos notables de un triangulo (pigina 167)

En el archivo de GeoGebra aparecen representadas las rectas y
los puntos notables de un tridngulo cualquiera. Activando las ca-
sillas correspondientes se observa cada tipo de recta y su rela-
cion con el triangulo o entre si. Moviendo los vértices del tridn-
gulo también pueden comprobarse las propiedades de estas
rectas y puntos notables segun el tipo de tridngulo dibujado.

Actividades (paginas 148/164)

El Razona cuéles de estos pares de vectores son linealmente
independientes y, por tanto, constituyen una base de vecto-
res libres del plano. A continuacién, expresa W = (3, 1) como
combinacién lineal de las bases que hayas encontrado,

a)u,=(1,1)y 4,=(0,2)
b)V,=(1/3,-1/2) y ¥,=(=2,3)

o) Z,=(-2,V33) y 7,=(-2/3,1)
dle,=(1,2) y &;,=(-2,1)

a) Son Li. porque no son paralelos;

3=a
1=a+2b
=a=3yb= —1,porloquew =3u,-1.,.

(3, ) =a(1,1) + b(0, 2) =>{

b) Son Ld. parque son proporcionales:

/3 =12 - ey

_—23——3“—?— =1e=V,= —v,/6
¢} Son l.d. porque son proporcionales:

-2 Vi

=V3/3=3,=V353

_2\/}: 1
d) Son Li. porgue no son paralelos:
3=a—-2b
1=2a+b
=a=1yb=—1,porloquew =8, — €..

3, 1)=al1,2) + b(~2,1) = [

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Indica cudles de los siguientes vectores son unitarios,
y de ellos, cuales tienen la misma direccidn que el vector

=2 V5.

o /3 8 ;_(_31)*._ V3
o= 3r 3\/; r . 5'5 €= 2! 2 v

5 Vs

d=[—1,2], E=(§rT5

Se calculan sus médulos y se obtiene qued y € son unitarios.
Los vectores @ y v tienen la misma direccién:

-3 -si3Vs T
= ————=> a y v tienen la misma direccién.
s Vs
-2 -V . . o
— = € y v no tienen la misma direccidn.

RV

Calcula el producto escalar de los siguientes vectores de la
figura 6.8:

a) CB-CH b)

AB-HC
c

a) E.B'-a:!'=2-\/§-cos3l}°=3
b) AE-HC=2-V3-c0s90°=0
Dado el vectord = (1, —‘\/5). determina el médulo del pro-

ducto escalar de i porV, si sabemos que la proyeccién de v
sobre U es 3.

BA--Fl-2-3-6
A partirde @ y b, tales que I@|=1b | y el 4ngulo (@, b) =

= /3 rad, calcula el dngulo (@, @ — b ). Puedes ayudarte de
su representacion grafica.

Como puedes ver en el dibujo, el &ngulo pedido es /3 rad.

Calcula el producto escalar de los siguientes pares de
vectores,

Ve

a7=(1-v3 22}y 7=(v-1,-9
Va

b]&'=(-3—2+1,—% y v=(1-v2,1+12)

al i vV=u-vtuy =

e

=(1-v3)-(V3-1)+—(~6) =4

3

=|

B)U-V=u-vy+u,v=

(ﬁﬂ)-ﬁ—@_%-hw’i)r\/ﬁ

3
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(3x—=1,2) y b = (7, 2—x), calcula el valor de x si

16.
yrbyFay b =0Bx—1)-7-2(2-x=
= 19x 3-—16:&1"1

| sia=
b=
ab=

EJ identifica los vectores unitarios de entre los siguientes. En
el caso de que no lo sean, calcula el vector unitario que
tiene la misma direccion y sentido.

—~ 13
alu= (E’ ;)
b) v= ( Vs V,_)
\/-
o) w=(-4-2)
a} U no es unitario.
El vector unitarioes d/iul = (1}\@ 3;‘\/5).

b) V es unitario.

¢) W no es unitario.
El vector unitario es w/iw ! =(-2V2/3, -1/3).
El Calcula los dngulos que forman los siguientes pares de
vectores.
a) Vv=(3,-4) y w=(3/2,-1)
b)v=(26 yw=(-7,1)
9/2+ 4

—_ -

=

a) cosa = = = a = 19,44°
M-V 5.4/13/4
TV —-14+6

b) cosa = = = o = 100,30°
W'Vl /a0 V50

[l Determina el valor de z, para que los vectores i =(z, =3) y
v={1,-2)
a) Sean paralelos.
b) Sean perpendiculares.
¢} Formen un dngulo de /4 rad.
d) Formen un dngulo de «/3 rad.

Z -3 3
T e
b)z+6=0=z= -6
¢) cosw/d = k) =z=90z= -1
VZ+9-V/5
&) oS =—er e sz = 242153

VZ+9-V5
[l Halla el dngulo entre estos vectores.
a) U= 1)y v=(13)
b) u=(-11y V=(23)
c) T=(-5 Zly vV =1(235)

5
a) coso = = o = 45°
r| F'! V5-Vio
b) cosa = = o = 82° 1'43,74"
ri r’! \/E-Vn
0
¢) cosa = i =5 = 90"

FtTI TRV TRV
B Comprueba que los vectores T =(—1, 1)y ¥ = (1, 1) for-
man una base ortogonal. Escribe de nuevo ambos vectores
para que sean una base ortonormal y calcula las coordena-
das del vectorZ = (\/_ 2,2 2)
Para saber si dos vectores forman una base ortogonal el pro-
ducto escalar debe ser cero, ya que serfan perpendiculares y

@ Geometria

ademds tendrian direcciones distintas, es decir, serian lineal-
mente independientes.

u-v=(-1,1-0,1=0
Como el médulo de cada vector es V2, entonces, hay que di-

vidir ambos vectores por dicho modulo para normalizarlos y
asi obtener vectores de médulo uno. Por tanto:

-—L.— = _\/Eﬁ
H—VE{T.TJ(z;z)
w1 = V2 V2
v—\ﬁ“,”"(zr 2)

Asi pues, para hallar las coordenadas del vector en la base or-
tonormal, se calcula el producto escalar del vector por cada
vector de la base.

a-?=(—%£) (V2,2v2) =1
?-'z'=(?£) (V2,2v2) =3

Luego, las coordenadas del vector con respecto la base orto-
normal son 1y 3.

Determina tres puntos y un vector director de cada una de
las siguientes rectas.

i [y 3 12& AER
b)3x—-2y+7=0
x+1_y-=2
-5
a)l v = (-1, 2); puntos: (0, 3), (—1,5), (2, —1)
b) v = (2, 3); puntos: (0, 7/2), (—7/3,0), (1, 5)
¢) Vv = (2, —5); puntos: (0, —1/2), (—1/5,0), (-1, 2)

c)

Escribe, en forma general y paramétrica, la ecuacién de la
recta que pasa por el punto A(—1, 3) y es paralela al vector
v =(-34).

Con los datos podemos escribir:

¥+l ¥y=3 _ ¥==T—3\
3 —T=>4x+3y—5-0:[y=3+4h AER
Dada la recta que pasa por los puntos A(—5, 8) y B(0, 3),

encuentra un vector que determine su direccion y calcula
su ecuacion general.

AB = (5, —5); por tanto un vector director de la recta es
{1, =1)ylaecuacibnde larectaesx+y — 3 =0.

Determina qué ecuacion general corresponde a cada uno
de los ejes de coordenadas.

Eje de abscisas:V = (1, 0), un punto (0, 0), la ecuacién general
esy=0.

Eje de ordenadas: Vv = (0, 1), un punto (0, 0), la ecuacién
general esx = 0.

Dada la recta 3x + 2y — 3 = 0, halla el valor de su pendien-
te. Después, averigua la ecuacién, en forma general, de
otra recta que tenga la misma pendiente y pase por el pun-
to P(4, 2). ;Qué se observa?

La pendiente es m = —3/2.

Otra recta paralela tiene por ecuacién general 3x + 2y + ¢ = 0.
Si contiene el punto (4, 2), entonces:
12+4+c=0=2c=-16

La ecuacion pedida es 3x + 2y + 16 = 0.



Se observa que los coeficientes de x e y de la ecuacion de la
nueva recta son iguales que los de la ecuacién de la recta ini-
cial, ya que ambas rectas son paralelas.

Escribe, en forma explicita, la ecuacién de la recta que cor-
ta el eje de ordenadas en y = 3 y el valor de cuya pendiente
es7.

Sim=7yn=3,laecuaciénesy = 7x + 3.

Escribe, en forma explicita, la ecuacion de la recta que cor-
ta el eje de abscisas en el punto x= -2, y cuyo vector

director es vV =(1, \/5) {Qué dngulo forma con el eje de
abscisas?

m=2=V30=V3-(-2 +n=n=23
1

La ecuacién es y = V3x + 2V/3, y el 4ngulo es 60°, puesto
que tg 60° = V3.

(Cual es la ecuacion explicita de una recta que pasa por el

punto (=2, 3) y cuyo vector directores v = (0, —%)?

Es un vector paralelo al eje de ordenadas, la ecuacién de la
recta que pasa por (—2, 3) con esa direccion esx = —2.
Dados los puntos A(—3/2, 7) y B(1/2, 5):

a) Averigua un vector director de la recta que contiene A y
B, y su pendiente.

b) Determina la ecuacién general de la recta, r, que contie-
neAyB.

c) Escribe una ecuacion punto-pendiente de dicha recta.

d) Halla sus puntos de interseccidn con los ejes de coorde-
nadas.

e) ;Describe la recta rla ecuacion (x, y) = (9/2, 1) + X(—1,1)?

a) AB=(2,-2),m=—1

b)2x+2y—-11=0

c y—=7=-1x+3/2)

d) (11/2,0), (0,11/2)

e) Si,(9/2,1) pertenece ary (—1, 1) es paralelo a AB.

Escribe la ecuacion en forma continua de una recta que for-

ma un angulo de 30° con el semieje positivo de abscisas y
cuya ordenada en el origen es 1.

3 2 -1
m=tg30°= T::} V= (3. \@). la ecuacion es:-;—= e

V3

Una recta pasa por el punto de interseccion del eje de abs-

cisas y la recta de ecuacién% - % =1,y por el punto (1, =7).

Escribe su ecuacion en forma vectorial.
Puntos de la recta (4, 0) y (1, —=7), por lo que v = (3, 7).
La ecuacidones: (x,y) = (4,00 + A3, 7, A ER

7—-x _y-3

y
Dada e

ral de la recta que pasa por la interseccién de rx =y y
5:X + y = 3 y tiene la misma pendiente.

» averigua la ecuacién en forma gene-

< : 33
Resolviendo el sistema se obtiene el punto (5, 5)'

Entonces la recta pedida, paralela a |a recta dada, cuya direc-
cion viene dada por el vector (—2,7) es: 14x + 4y — 27 =0

Dada la recta 4y = x + 2, calcula la ecuacién general de otra

3
recta paralela a ella que pase por el punto A(?, ‘-4-).

1 ) .
m= e es decir, un vector director puede ser (4, 1). Impo-

niendo que pase por A(7, 3/4), tenemos la ecuacion de la rec-
taes;x — 4y —4=10

Determina la ecuacién de la recta que pasa por O(0, 0) y es
paralela a la recta cuyas ecuaciones paramétricas son las
siguientes:

= =A
[y=?+3h'hER

Un vector director de la recta buscada es (—1, 3), y como debe
contener el origen de coordenadas, la ecuaciénes: 3x +y =0

Determina la ecuacién de una recta paralela al eje de orde-

2
nadas que pase por el punto A(—? 1)

: g 2
Es una recta vertical cuya ecuacion es: x = 3

Determina la ecuacién punto-pendiente de una recta que
pase por el punto P(1, —2) y que sea paralela a otra cuya
ecuacion vectorial es la siguiente:

(x ¥ =I2.5)+(—~§.1)hconhER

Un vector director de la recta buscada es (—2/3, 1), luego su
pendiente es —3/2, y debe contener el punto P(1, —2), por lo

3
que su ecuacion punto-pendiente es: y + 2 = —E{X -1

Determina la posicion relativa de los siguientes pares de
rectas, estudiando la proporcionalidad de los vectores
directores y la de los coeficientes de la recta en forma
general, antes de resolver el sistema. En los casos en que
sean secantes, determina el punto de interseccion.

a) n3x+2y—1=0 s:5x—=y+7=0
b)ri2x—3y+7=0 si—4x+6y=0
c) i8x—2y+2=0 si—4x+y—1=0

d)r:{;;;_'n.conheﬁ s:¥=¥
e)rixy)=(2,-1)+A(1,—-1),conAER
si—x+y+5=0
x+2 22—y
e
glr2x—=2y+5=0

flr ssx—5y+12=0

ssx—y+2=0

= . 3 2
a) Los coeficientes no son proporcionales; 3 # e por lo que

son secantes. Resolviendo el sistema, se obtiene que el
punto de interseccién es (—1, 2).

2 3
b) Los coeficientes son proporcionales: 2 = ri por lo que

son paralelas, y no son coincidentes, puesto que los térmi-
nos independientes no mantienen la proporcion —1/2.

¢) Son paralelas y coincidentes porque todos los coeficientes
son proporcionales: E e A at.
e A N T
: . 1 -3
d) Los vectores directores son proporcionales: -t
por lo que son paralelas. Los puntos de r, por ejemplo
(0, 2), no pertenecen a s, por lo que no son coincidentes.

e) Un vector directorde res (1, —1) yunode ses (1, 1), por lo
gue son secantes. Resolviendo el sistema se obtiene el
punto de interseccion (3, —2).

6. Geometria analitica en el plano @



f) Un vector director de res (5, 1) y uno de s es (5, 1), por lo
que son paralelas. Los puntos de r, por ejemplo (—2, 2), veri-
fican la ecuacion de la recta s, por lo que son coincidentes.

g) Un vector director de res (1, 1) y uno de s es (1, 1), por lo

que son paralelas. Los puntos de s, por ejemplo (0, 2), no
verifican la ecuacion de r, por lo que no son coincidentes.

Dados los puntos A(0, —3), B(1, 5), C{—1, 3) y D(1, 0), averi-
gua los dngulos que determinan las rectas cuyos vectores
directores son:

uJEEyEE
b) ACy BD
a) AB=(1,8)yCB=(-2,-2)
AB - CB 2+16
coso = | I = = o = 37,87°

48| [CB] Ves-Ve

b) AC = (—1,6)y BD = {0, —5)

AC - BD
Cos o = I___ __J_ = = = a=946°
[ac|-[8B] V375
das | Jx=—ma Qi _4 2
Dadas las rectas r: y=2+2a con o € yay=3x-=2

determina m para que estas sean perpendiculares.
Se debe cumplir que: (—-m, 2)- (3,4} =0=-3m+8=0
Por tanto: m = 8/3

x+1

Dadas lasrectas nax—2y+7=0ys: =§, hallaayb

sabiendo que las rectas son perpendiculares y que r pasa
por el punto P(—1, 2).
En primer lugar, son perpendiculares, luego: (2, a) - ( b, 2) = 0.

Si r pasa por (—1, 2), entonces: —a — 4 + 7 = 0, luego se de-

be resolver el sistema:
a+b=0
=a=3yb=-3
a=3

Obtén la ecuacién de la recta que pasa por el punto

Al7, —2) y forma un angulo de 120° con el eje de abscisas,

en sentido positivo.

m=1tg120° = -3

La ecuacién punto-pendiente es:y + 2 = -3 x—7)

En forma general: Vix+y-— 7V3+2=0

Halla la ecuacién de las rectas que pasan por el punto

A(3, —1) y forman un dngulo de 30° con la recta x=4,

La recta x = 4 es vertical, por lo que estamos buscando las

ecuaciones de las dos rectas gue pasan por A(3, —1) que for-

man un éngulo de 60° y 120°, respectivamente, con el eje de

abscisas en sentido positivo.

i rm=tg60° =3 luegoy + 1 ="13(x - 3)

=\V3x—-y-3V3-1=0
I sm=1g120°=—-V3,luegoy + 1= -\/3(x — 3)
=V3x+y—3V3+1=0

=3-2\

==A

y el punto de interseccion de las rectas:
s:2x+3y—-1=0yt:ix+y+2=0

Primero se determina el punto de interseccién de sy t:

2x+3Iy—1=0 = P(~7,5)
x+ y+t2=0

Calcula la distancia entre la recta r: {; ;conAER

@ Geomstria

La recta ren forma generalesx — 2y — 3 = 0.
La distancia entre Py r es:
|-7-2-5-3] _20 ,

Vi 2 Vs
Determina la longitud de la altura correspondiente a A en
el tridangulo de vértices A(1, 4), B(7, 5) y C(—1, =3).

Buscamos la ecuacion en forma general de la recta que pasa

porByC:

BC = (—8, —B), luego un vector director de la recta sera:
v=(1,1)

SilarectapasaporCentonces:x +1=y+3=x—-y—2=0.

difr) = 5u

La altura del triangulo ABC, correspondiente al vértice A, es la
siguiente distancia:

aanliza=2 s V2
ToVEEr V2 2

Halla la distancia entre la recta r: 5x =y + 7 =0 y una pa-
ralela a ella que pase por el punto (1, 7).

Una recta paralela es de laforma 5y — y + ¢ = 0.

Como pasa por (1,7), tenemos:5 -7+ c=0=c=2
Luego la recta paralela es 5x — y + 2 = 0.

Un punto de ella es P(0, 2), por lo que la distancia pedida es:
o-2+7 __ 5

Ve (=19 V26

Calcula la distancia entre larecta r: 3x—4y+6=0y una

paralela a ella que dista 3 unidades del origen de coorde-
nadas (dos soluciones).

dir,s) =d@Fn =

Una recta paralela a la dada, tiene por ecuacién:
£3x—4y+C=0

Buscamos dos rectas que disten 3 unidades del origen de
coordenadas, (0, 0). Luego:

I 14
————===3u=|(=15
V3 + (-4 3
=C=15yC=-15

Las ecuaciones de las rectas paralelas a la del enunciado que
distan 3 unidades del origen son:

503 —4y+15=0ysz3x—4y—15=0
Un punto de la recta res P(—2, 0):
3-(-2—4-0+15 _9
Y=
|3-(—2)—4-:J—15|=ﬂu
Vo=

: 2 : g 21 A
Por tanto, las distancias pedidas son 3 uy < u, respectiva-
mente.

d(O,s) =

I drs)=dFs)=

i dlrs,) =dPs,)=

Ejercicios y problemas (piginas 170/174)

Vectores

Calcula el extremo del vector F-—-(VE, —1) si su origen es

1
el punto Al —, 4 |.
v

— 3V2
SiV = AB, entonces: B( XL 3)




Calcula las componentes y el médulo de los vectores.

e

b)w=(53)-V6-(1,-V2)
(5 =25 5V26

“’“’“(?T)- W==3—

b) W =(5-V6,3V3), [W=579

Calcula x e y para que se cumpla esta igualdad:

1 4 (1=x
3 (2x, 3y —6)=(—2, 12) 3 ( 2 ,EI)

x==7,y=14

Sid =(3,1/2),b = (~2/3, 5) y € = (2, 3), determina las si-
guientes combinaciones lineales.

a) 3G -2(b+7)
b) 3@ -B) +%{5-a

a) 36— 2(b + ) = (9,3/2) - 2(4/3,8) = (9,3/2) — (8/3,16) =
= (19/3, —29/2)

b) 3@ — b) + %{E —€)=3(11/3,-9/2) + —13-{--83'3, 2)=
= (11, -27/2) + (—8/9,2/3) = (91/9, —77/6)

Halla el valor de x e y si Vv = x@ + yE. sabiendo que
a=(-1,3,b=(7,5yvV=(5 -2).

5= —x+7y

=x=-3/2,y=1/2
—2=3x+5y

'tF=x'¢i'+y-5=.s{

Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el seg-
mento AB en cuatro partes iguales, si A(22, 7) y B(—6, 5).

Los tres puntos son M(‘i 5 j;) N8, &)y P(‘J : %)

Dependencia lineal y bases

i 5 T
{Es el vector v = (2, _?) una combinacion lineal del vec-

g 5 o
toru = (—7, 3-)? Expresa la respuesta enunciando la carac-

teristica que los relaciona.

—5 -2
S (2- T)"T'

La combinacién lineal de dos vectores paralelos, ;es nece-
sariamente otro vector paralelo a ellos?

(— 7, %) luego son paralelos.

Si, Vv =kw, av + bw = akv + bw = (ak + b) - W, que es un vec-
tor paralelo a los anteriores.

({Es posible que dos vectores linealmente dependientes
formen un dangulo de 180°? ;Y un dngulo de 90°7

5i, son vectores de la misma direccién y sentido opuesto.

No, si forman un dngulo de 90° no son paralelos, por lo tanto
no son dependientes.

i5Son los vectores i = (4, 2) y v =(—2, —1) linealmente de-
pendientes? ;Son paralelos?

Como ' = —2-V, son Ld. y por lo tanto paralelos.

Los puntos A(2, 6), B(5, 8) y C(17, m) estan alineados. Calcu-
la m.

Si estan alineados, debe cumplirse que AB = KAC, de lo cual
se deduce que:

3

15 m-6

=m=16

Considera los puntos del plano A(3, 2), B(—1,8) y Clk, k + 4)
con k € R. Calcula el valor de k para que A, By C estén
alineados.

Para que los puntos A, By C estén alineados se ha de verificar
que AB = a- AC, donde a es un parametro.

Como AB = (—4,6), AC = (k — 3,k + 2):

(—4,6) = alk - 3.k+z}=>{'4=””‘_3}
6=alk+2)
Despejando a de las dos ecuaciones e igualando, se obtiene:
—4 6
3 kr2 kT

Expresa el vector W = (—3, 4) como combinacion lineal de
los vectores i = (—1, 2) y V = (2, —3). Realiza la representa-
cion grafica para comprobar el resultado.

(=3,4)=-1(-1,2) - 2(2-3)
R

._: '-"(:'_3;;4.].‘, 11 !

| |
i

Di cuéles de los siguientes pares de vectores forman base,
a) (-3, 1)y (V3,-V313)
b) (=V2,4)y (-11V2,21V2)
<) (-5 1)y (25, -V/5)
d)(2-V3,2+V3)y(1,-7 - 4V3)
e) (1/(V5 +1),(V5 - 1))y, 1)
a) -3/\3= 11’(—V§f3) no forman base.
b) —\2/(~ 'l/\/i) #* 4;‘(2;"\:"’5) si forman base.
c) —5!2'\/5 # 1!(—\@) si forman base.
d) 2 - \/i = (2 + \/’5),{(_7 = 4\/5) forman base.
1 V51
VE+1

Dado el vector Vv = (3, —7), expresa el vector v en la base
formada por los vectoresd@ = (—=1,1)y b = (2, —1).

- {3= —X+2y

e) forman base.

V=xa+yb=
—7=x-y

=7 =(—11, —4) en la base {@, b}

Producto escalar

Calcula el producto escalar de dos vectores de médulos 3y
4, respectivamente, que forman 60°,

U-¥V=3-4-cos60°=6
Calcula el producto escalar de los vectores 7 =(1, 1) y
V = (3, 4). Determina el angulo que forman,

U -v¥=(1,1)-(3,4)=7. Aplicanda la férmula para el coseno
del 4ngulo que forman dos vectores, se obtiene « =8,13°,

6. Geometria onalitica en el plano @



[B cCalcula el dngule que forman v =(3,4)yw=(-3,1).
. (3,4)(=31) -5
cosa=
5/i0 510

Por tanto, « = 108,43,

iE :Es posible que dos vectores cuyo producto escalar vale 3
formen un dngulo de 120°7 Razona la respuesta.

No es posible, puesto que si el producto escalar es positivo el
angulo que forman es agudo.
Determina qué dngulos forman los siguientes pares de vec-
tores.
ali=(3,2)yv=(7,-1)
b}u-(2 221(2+V’_))yv—(1 -1)
o w=(Vs2,-\V5)yv =(-1,2)
Y 4 et
V13-V/50
b) cosae = 0=+ x = 90°

(-5V572)

¢) cosa=—=-1=a

(s/2v/5)

Dado el vector i = (=5, 2), determina cuéles de los si-
guientes vectores son paralelos y cudles perpendiculares a
dicho vector.

a)v=I(5-2)
b) w=(2,-5)
¢) m=(-2,-5) f)
Paralelos: a} y e)
Perpendiculares: c), d) y f).

Dados A(3, 0), B(1, 4), C(—1, 3) y D(—1, —2), calcula el peri-

metro del cuadrildtero que determinan y el angulo que for-
man los vectores AD y BC,

[AB| = V20, [BE| = V/5, [cD| =5, |DA| = V20, P=5V5 +5

cos EZE EE) =1, por lo tanto, a = 0° son vectores paralelos,
Dados @ = (2% 5) y b = (7, y), averigua los valores de x e y

sabiendo que @ se encuentra en el primer cuadrante,

[4] = 5\/5, y los vectores @ y b son perpendiculares.

Del madulo del vector @ se deduce lo siguiente:

42+ 25=125=x=5=7 = (10,5)
Si ambos vectores son perpendiculares:
(10,5 (7,) =0=70+ 5y =0=y=-14=b =

a) coso = =oa=41"49"1261"

= 180°

d) i =(—4,-10)
e) 5=(5/2,-1)
p=01,5/2)

{7, —14)

f] sabiendo que el vector @ = (x y) es perpendicular a
b = (-3, 2) y que el médulo ded es 21/13, halla el valor de
xey.

Del médulo se deduce que: x* + y* = 52

Puestogued y_{;son perpendiculares, —3x + 2y = 0.
Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, se
obtiene que'd = (4,6) @ = (—4,6).

Calcula a sabiendo que @ = (g, 3) yV = (/2, 1) forman un
angulo de 30°.

\./_12— \/_a+3

V3-Va +9
=ag=12 2+9\/§,a=12\/~—9\/§

Si |Er‘| =2y [b] =3, ydy b son perpendiculares, halla

[ +yfa ~8l.

Tomandod = (x, ¥) y_E = (2, t), tenemos lo siguiente:

@ Geomsetria

=a'—24V2a+45=0

P P+y=4
B A+FP=9
§ xz+yt=20
El médulo de @ + b
Vix+ 22 + (y + t)?
El médulo de @ — b:
Vix—2P +ly— ) = V4 +9-20xz+y1) =113
Sabiendo que T y ¥ tienen el mismo médulo y que ¥ = (3x,
y)y ¥ = (2, —1), calcula el &ngulo que forman los vectores &
+ Vyu—v.
El médulo es /5, luego: 9 + y* =
(Bx+2,y—1)3x—-2,y+1)
VEx+27P+ly— 1P VEx—27 +(y + 1)
B 9 +y -5
VBx+ 22+ (y— 1P VEx— 27 + (y+ 1)
Por tanto, U + v y U — v son perpendiculares, el angulo que
forman es 90°,

=V4+9+ 2{xz+yr]=\/ﬁ

~5=0

coso =

=0

Dados los vectores V = (7, 4) y W = (4, x), calcula x para que
estos:
a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.
¢) Formen un angulo de 30°,
alx=-7
16
b)x= 7

¢) Para resolver este apartado hace falta saber resolver una
ecuacion irracional.

Se obtienen dos soluciones: x = 6,86 y x = —0,02
Halla la proyeccién ortogonal del vector 0 = (2, —1) sobre
el vector v =(—3, 7).

Aplicando la definicion de proyeccion ortogonal de un vector
T sobre otro V, tenemos:

w9l _|-e-7l _ 13
v Vo+ras Vss
Hl Dado el vector T = {—3, 6), determina el médulo del pro-
ducto escalar deW porV, si sabemos que la proyeccién de vV
sobre es 3.

Aplicando la definicién de proyeccién de un vector sobre
otro, tenemos gue:

-7 =3-V9+36=9V5

Dados los puntos A A[T 0), B(4, 6) y C(=1, —1), calcula las
proyecciones de ABy CB sobre AC y comprueba que la su-
ma de ambas es igual al médulo de AC.

proys (U) =

oo — 18
AB = (—3,6), AC = (~8,—1), p, = proyz(AB) =
i \/E
CB=(57), CA=(81), p =pmy*(f§}l=—¢?
e Fh o Uiy P2 A Ves
|AC| \/-_P1+P: +_—\/_

\/’_\/E

Aplicaciones de los vectores

Dado el tridngulo cuyos vértices son A(—1, 0), B(3, 3) y
C(1, =2), calcula:
a) La longitud del lado AB. ¢) Elangulo A,
b) La longitud del lado AC.  d) El drea del triangulo.



a) |Z§i=5u

b) [AC| =2V2u
¢) cosA= AB-AC _43)-2,-2) 1
[4B| - [aC| 5.2\2 5\/2

=A=81°52"11,63"
_ |E-B'| : |E-2C-|-senA =7

Dado el triangulo de vértices A(—3, 7), B(5, 6) y C(—2, 15),
calcula el valor de su area y el angulo A.

d) Area

Tomando como base la longitud del lade AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del 4ngulo A.

Primero calculamos el angulo A:
AB-AC__ (8,-1)-(1,8)
48| -lac|  Ves-Ves

a8 - [ac]

cos A= =0=A=90°

Por tanto el drea sera: =325u?

Dado el tridngulo de vértices A(—1, —1), B(—3, 5) y C(1, 3),
calcula el valor de su area y el angulo A.

Tomando como base la longitud del lado AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del dngulo A.

Primero calculamos el angulo A:
AB-AC (2624 V2

WsA=———= =——= A = 45°
|4B|-[aC| Vao-Vz20 2
AB| - |AC| - sen A
Por tanto el drea sera: Mﬁgﬂ_ =101
Ecuaciones de la recta
Determina si los siguientes puntos estan alineados y, en el

caso de que lo estén, averigua la ecuacion de la recta a la
que pertenecen.

a) A(1, 6), B(—2,0) y C(1/2, 5)
b) A(1,2), B(—3,3)yC(—1, 4)

a) A, By C estan alineados, puesto que pertenecen a la mis-
marecta2x—y+4=0,

b) No estan alineados, puesto que el punto C no pertenece a
larecta que pasaporAy B, x + 4y —9=0,

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por A(3, 2) y B(—6,

0). Exprésala de todas las formas posibles.

Ecuacién en forma vectorial: (x, y) = (3, 2) + A(9, 2)

=349\

=242\

x—3 y-=2

N

Ecuacion en forma general: 2x— 9y +12 =0

4

2
Ecuacién explicita: y = = + =

{Qué podrias decir acerca de una recta cuyo vector director
es(1,1)7

Su pendiente vale 1 y por tanto forma un dngulo de 45° con
el semieje positivo de abscisas. Es la bisectriz del dngulo que
forman los ejes de coordenadas.

X
Ecuacién en forma paramétrica: L/

Ecuacién en forma continua:

Si A(2, 7), B(8, —3) y C(0, —10) son tres vértices consecuti-
vos de un paralelogramo, determina las coordenadas del
vértice D. A continuacién, averigua las del punto en el que
se cortan sus diagonales,

D(—8, 0). El punto de corte de sus diagonales es: M (1, —%)

Los puntos A(0, —2), B(6, 0) y C(3, 4) son tres vértices de un
paralelogramo. Calcula el cuarto vértice y las ecuaciones de
sus diagonales.

D(—3, 2). Las ecuaciones de sus diagonales:
ACes2x—y—2=0yBDes2x+ % —12=0

Dada la recta r: [x B “a*a
y=a-—3t

que (—4, 7) pertenezcaar.

, t € |, halla el valor de a para

Six=—4,t=—1,porloque:7=a+3=a=4

Calcula b para que la recta x + by — 7 = 0 pase por el pun-
to de interseccion de estas rectas:

r [X:y} = [_71 0) + A(5, 3]! AER

X=a
S.{y‘:za_4JuER

Trabajando en paramétricas o escribiendo las ecuaciones en
forma general, se resuelve el sistema de ry s, y se obtiene
que el punto de interseccion es (3, 2).

Este punto debe pertenecer a la recta x + by — 7 = 0, por
tanto:3+2b—7=0=b=2,

Dados los puntos del plano A(2, —1) y B(0, 3) y la recta r de
ecuacién x + y — 2 = 0, calcula las coordenadas de un pun-
to C de la recta que esté alineado con Ay B.
C pertenece a r, por tanto, las coordenadas son C(x, 2 — x). Si
estd alineado con A y con B, cumple lo siguiente:
-2

(=2, =kix—2,2—-x+N)=>—F7=

¥—2 3=k
Por tanto, el punto C tiene las siguientes coordenadas: C(1, 1)

=x=1

Posiciones relativas de rectas

Calcula la ecuacion de una recta paralela a la de ecuacién
3x— 2y + 5 =0 que pase por el punto P(—1, 5). Exprésala
en forma vectorial y paramétrica.

En forma vectorial: (x, y) = (=1, 5) + A(2, 3)

==1+2x

X
En forma paramétrica:
=5+ 3\

Sean ry s las dos rectas del plano de ecuaciones:
r2x—y—3=0
o x+1 - y+2
4 2
Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto de

interseccion de ry s, y es paralela a la recta de ecuacién que
pasa por los puntos (2, —1) y (-3, 2).

Se resuelve el sistema formado por las rectas r y s y obtene-

mos el punto de intersecciéon P(1, —1).

Una recta paralela a la dada sera de la forma 3x + 5y + C = 0.

Imponemos que contenga el punto P:
3-145:(-1)+C=0=C=2

Por lo que la recta buscada es: 3x + 5y +2 =0

Calcula la ecuacién de la recta perpendicular a la de ecua-
cion 3x — 2y + 5 = 0 que pase por el punto P(—1, 5). Expré-
sala en forma continua y explicita.
Xx+1 y-=5
-3 2
13

. 2
En forma explicita: y = 3 + 5

En forma continua:

el planc @

6. Geometrio onolitica en



Considera la recta de ecuacién y = —7x + 5. Encuentra las
coordenadas del punto de interseccion de esta recta con la
recta perpendicular a ella que pasa por (-7, 5).

Una recta perpendicular es de la forma: y = %x +b
Debe pasar por el punto (—7, 5), por tanto:

5=1?-[—?}+b=:-b=6
Luego la recta perpendicular es y = l_fx + 6.

El punto de interseccion se calcula resolviendo este sistema:

y=-7x+3 ”
x = —Ix+5=—+6
y=-}-'-+6 7

e 1,29

X=T50Y " 50

7 299

El —_—

puntcesP( 50 50)
Dadas las siguientes rectas:

rrS5x—y+4=0

L Jx==3+mA
s: ol

determina el valor de m para que las rectas r y s sean:

;,conh ER

a) Paralelas.
b) Perpendiculares.
¢) Coincidentes.
1
alm= %
b)m=5
¢) No pueden ser coincidentes.
Los puntos A(1, 2) y C(5, 4) representan los vértices opues-
tos de un cuadrado:
Yh D

0 X

a) Calcula el punto medio, M, de la diagonal, AC, del
cuadrado (M serd el centro del cuadrado).

b) Escribe la ecuacién de la recta que pasa por M y es
perpendicular a la diagonal AC.

¢) Calcula las coordenadas de los otros dos vértices By D
del cuadrado.

a) M(3,3)
b) AC = (4, 2), luego la recta es de la forma: 4x + 2y + C=0
Como contiene al punto M(3, 3) debe cumplir:
4.3+2.34+C=0=C=-18
La recta pedidaesdx + 2y — 18 =0=2x+y—-9=0.

¢) El vector AM = (2, 1). Dos vectores perpendiculares y del
mismo maédulo son:

u=(-1,2yv=1,-2)
Luego los puntos By D son:
B-13+2)=(2,5yB+1L3-2)=(41)

En concreto, B(4, 1) y D(2, 5), porque B debe estar a la dere-
cha y hacia abajo respecto de M.

@ Geomelria

49}

Explica la condicién que han de verificar A y B si las rectas

_ =1 =k
Ax+By+C=0y S S
a) Son perpendiculares. b) Son paralelas.
a) —2B+3A=0 b) A/3 = —B/2
Sea r la recta de ecuacién 3x — 5y + 2 = 0. Determina las

ecuaciones de las rectas paralela y perpendicular a r que
pasen por el punto (—15, 4).

Paralela: 3x — 5y + 65 = 0; perpendicular: 5x + 3y + 63 = 0
Dada la recta de ecuacion 3x — 5y + 7 = 0, determina la

ecuacion de la recta perpendicular que corta el eje de orde-
nadaseny = 3.
Una perpendicular tendrd por ecuacién 5x + 3y + C=0.
Debe pasar por (0, 3), es decir:
5.0+3:3+C=0=C=-9

La recta buscada es 5x + 3y — 9 =0,
Determina el valor de a para que las rectas de ecuaciones
x—5ay=1y2x+ 3y=1sean:
a) Paralelas. b) Perpendiculares.
e B

2 3 10
B)1:2+(-5a)-3=0=a=2/15

Determina el valor de m paraque i x —y +4 =0y
x=3+mi
s.[y=1_4h,h(£[ﬁsean.

b) Perpendiculares.
_‘?r = “r 1 } YAF, = (mr _4]

a) Paralelas.

1 1
a) Si son paralelas: (1, 1) = k(m, —4) = S i e -4

b) Si son perpendiculares: (1,1)-(m, —4) =0=m=4
==3+ 5\
=7 +nk

do que s pasa por P(13, 8), determina m y n en los siguien-
tes casos:

Dadasr:2x+my—?=0ys:[; , A € R, sabien-

a) Si ry s son paralelas.
b) Si ry s son perpendiculares,

16
SiP(13, 8) perteneceas: 13 = -3 +5h=> A = Ty

16
Entonces: 8 = 7"~.L|r'1~----=:~n=i
5 16

Un vector director de s es (16, 1) y un vector director de r es
(—m, 2):

-m 2

—_—=—=m=—32

alr on paralelas si:
) rysson pa T :

1
b) ry s son perpendiculares si: (—m, 2) - (16, 1) = 0=m = 8

De un rombo ABCD conocemos las coordenadas de tres
vértices: A es el origen de coordenadas, B(4, 1) y D(1, 4).

a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice, C.

b) Comprueba, analiticamente, que las diagonales son per-
pendiculares y que se cortan en su punto medio.

GJEE=E-C-=;{T A =k=4y—=1)=x=5y=5,luego
C(5, 5).

b) AC-BD = (5,5)-(—3,3) = —15 + 15 = 0, luego las diago-
nales son perpendiculares.
El punto medio de una de las diagonales es: M(5/2, 5/2)



Comprobamos que las rectas que contienen Ay Cy By D,
se cortan en el mismo punto:

Recta que pasaporAyCy=x
Recta que pasaporByD:x + y =5
El punto de interseccion es la solucién de este sistema:

s
ok = P(5/2,5/2)

Calcula las coordenadas del punto simétrico de A(1/6, 1)
respecto del punto P(1, —4).

L
A(ﬁ, 9)

Halla las coordenadas del punto simétrico al punto P(2, 2)
respecto de la rectax— 2y — 5=0,

Recta perpendicular a la dada que pasa por (2, 2):
2x+y—-6=0
i e 17 —4
Punto de interseccion de las dos rectas: s
El punto de interseccién es el punto medio entre (2, 2) ¥ U Si-
meétrico, por tanto, el simétrico buscado es:

(555
5" 5

Calcula el punto simétrico de A(0, 4) respecto de la recta
Ix—y+1=0

Primero calculemos la proyeccién ortogonal de A sobre la

recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacién de la recta

perpendicular a r que pasa por A.

Una perpendicular cualquiera es de la forma x -+ 3y + C = 0,

Imponemos que contenga el punto A:
1'0+3:4+C=0=2C=-12

Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A

esx+ 3y —12=0.

Ahora buscamos la proyeccién de A sobre r resolviendao el sis-

tema y obtenemos A(9/10, 37/10).

Esta proyeccion es el punto medio entre A y su simétrico, por
tanto podemos escribir:

S _Obx 93 4ty 17

10 2 5' 10 2 ]

El punto simétrico es A(9/5, 17/5).

Bl Calcula el punto simétrico de A(—2, —1) respecto de la rec-

y=7-5p ER.

Primero calculemos la proyeccion ortogonal de A sobre la
recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacién de la recta
perpendicular a r que pasa por A,

Una perpendicular cualquiera es de la forma 3x — 5y + C=10.
Como un vector director de r es (3, —5), imponemos que con-
tengaelpunto A:3-(=2) = 5-(-1)+C=0=C=1

Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A
es3x—5y+1=0.

Ahora buscamos la proyeccion de A sobre r resolviendo el sis-
tema y obtenemos A(3, 2).

Esta proyeccion es el punto medio entre A y su simétrico, por

tanto podemos escribir:
—2+x -1+
3= 22 =x=8 2= LI

El punto simétrico es A'(8, 5).

=y=5

[l Determina la ecuacién de la recta simétrica de
rx+y—1=0respectodelarectasix—2y+3=0,

La recta r y su simétrica respecto a s tienen un punto en co-
mun: el de su interseccion,

Si resolvemos el sistema de ry s se obtiene:

P;=(-1/3,4/3)
Otro punto de r’serd el simétrico de uno de r respecto a s.
Un punto de res (0, 1). La recta t perpendicular a 5 que pasa
por(0,1)est:2x+y—1=0.

- . = i
El punto de interseccion de sy t es P”(T’ E)'

-2 9
Con estos datos, el punto de ¢’ buscado es: (—5-, -)

5
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Con dos puntos se puede deducir la ecuacién de r; que es:
Tx+y+1=0.

Distancias y dreas

@ Halla el perimetro del cuadrilatero ABCD si A = (3, 4); B es el
punto simétrico de A respecto de la bisectriz del primer
cuadrante; G, el simétrico de B respecto del eje de ordena-
das, y D, el simétrico de C respecto del eje de abscisas.

T Z |
e i
|_la] L]
1Y {4 (Sl ! -
L-Dlg—1- |
D | S i
+ ;
.
i s X
C N -

Las coordenadas de los puntos son: B(4, 3); D(—4, 3) y
C(—4, —3), por lo tanto el perimetro:
p=[aB| + [BD| + |DC| + [CA| =16 + 6V2 u

[# Halla la distancia del punto P(2, 2) a la recta paralela al eje
de abscisas que pasa por el punto Q(3, 4).

Observa la representacion grafica:

6. Geometrio analitice en el plano @
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Por tanto la distancia esd = 2.

Considera el triangulo formado por las rectas de ecuacio-
nes2x—y—1=0,x+ 2y — 8 = 0y el eje de coordenadas.
Calcula su perimetro y su area.

Los vértices del tridngulo son los puntos de interseccién de
lastresrectas: 2x —y— 1 =0,x+ 2y — 8 =0yx =0, que
son; A0, 4), B(0, —1) y C(2,3).

Por tanto, el perimetro es:

[aB| + [BC| + [CA| =5 + V5 + V20 =5 +3V5u
Para calcular el drea, tomamos |§§| como base y entonces la
altura vale 2 unidades, por lo que:

Area =5 1°

Calcula la distancia entre las rectas:

4x—3y+7=0 8x—6y=20

Son rectas paralelas porque los coeficientes A y B de las dos

rectas son proporcionales. Con un punto de la segunda, por

ejemplo, O(0, 0), calculamos la distancia a la primera recta:

[4:0-3-0+7] _7
=

Determina, sin efectuar calculos, la distancia entre las rec-

tas:

3x+2y=5=0

2x—=5y+1=0

Como los vectores directares de las rectas no son proporcio-

nales, podemos asegurar que no son rectas paralelas, por
tanto son secantes y su distancia es cero.

dio.n = =14u

Dadas las rectas ax + (@ + 2)y = a + 2y x + ay = 3, donde
a es un parametro.

a) Calcula un vector director de cada una de estas rectas.
b) Halla los valores de a para los que las rectas son pa-
ralelas.

¢) Calcula los valores de a para los cuales las rectas son
perpendiculares.
d) Calcula la distancia que hay entre las dos rectas cuando
a=2.
alvV.=(—a—2,a yVv,=(-al)
b) Las rectas son paralelas si sus vectores son proporcionales:
-a—2 a
=—=g'-a—-2=0=a=2a=-1
o | 1
¢) Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de
sus vectores directores es cero:

(—a—-2,a)-(—a1)=0=d +3a=0=a=0,a=-3

d) Sia = 2, las dos rectas que quedan son:
8 rx+2y=2
B ssx+2y=3

Son paralelas, por eso tamamos el punto (0, 1) de larecta r
y calculamos la distancia de este punto a la recta s, que se-
ra la distancia entre las dos rectas:

@ Geomstria

o+21-3_ 1
Viie2Z Vs

Considera la recta de ecuacion y = —2x + 2.

dir, s) =

a) Averigua las coordenadas del punto de interseccion de
esta recta con su recta perpendicular que pasa por (6, 3).

b) Halla la ecuacion de la paralela que contiene (3, 5).

c) Calcula la distancia entre las dos rectas paralelas.

a) Una recta perpendicular es de laforma: y = (1/2)x + b
Debe pasar por (6, 3), por tanto: 3 = (1/2)-6 + b= b =0

1
Luego la recta perpendicular es y = F*

El punto de interseccidn es la solucién de este sistema:

y=-2u+2
4. 2

_— it da
El punto es P(4/5, 2/5).

b) Una recta paralela es de fa forma:y = —2x + b
Debe pasar por (3,5):5=—-2-3+b=b=11
Luego la recta paralelaesy = —2x + 11

¢) La distancia es 9/\/5 u

Determina si es equildtero, isésceles o rectdngulo el trian-
gulo cuyos vértices son A(2, 2), B(5, 6) y C(—2, 5). Averigua
el valor de la altura correspondiente al vértice A y utilizalo
para calcular el area del triangulo.

Como AB = (3, 4) yﬁf =(—4, 3), el tridngulo es rectdngulo en
A. La longitud correspondiente a estos lados es 5 u. Por tanto,
es isosceles.

Como BC = (—7,~1), la recta perpendicular a BC gue pasa
por A es: 7x + y — 16 = 0. La proyeccién ortogonal de A sobre
esta recta es el punto de interseccién de esta recta con la que
pasa por BC, es decir, x — 7y + 37 =0.

Este punto es: A,(3/2, 11/2) \a
La longitud de la altura es el mddulo del vector m: h=5 =3
El 4rea del tridngulo sera: m'z_"ﬂ =12,50u°

Calcula la distancia entre estas rectas.

rdx—2y+10=0 s:4x—2y—10=0
Un punto de una de ellas es P{0, 5), puesto que son paralelas:
4-0—-2-5-10

=1v20=2V5
Vie+a l !

Sabiendo que 3x+ay—5a=0 y—bx+3y+3b=0 son
perpendiculares y sus ordenadas en el origen estan a
4 unidades de distancia, calculaay b.

Primero debe cumplirse (—a, 3)-(3,b)=0=—a+b=0.
Six =0, en la primera rectay = 5,y en la segunda, y = —b.
Debe cumplirse: |5 — (=b)| = 4;esdecin 5+ b=4=b= —1
y5+ b= —4= b= —9.Portanto:

B Sib==-1=a= -1

8§ Sib=-9=a=-9

d=

Averigua qué punto, P(x, y), del plano dista 5V2 ude Q(4, 1)

y cumple lo siguiente:
1 |y|=2|x B x>0

La ordenada debe ser negativa y en valor absoluto el doble
que la abscisa, por tanto P(x, —2x).

Debera cumplir:

i x>y



x=3 y=—6
= =
x=—11/5 = 2215
Solo cumple el enunciado la solucién x = 3,y = —6.

Un punto de la recta r: x + 3y + 7 =0 equidista de los pun-
tos A(—1, 3) y B(3, —5). Calcdlalo.

as MY

| |

El punto de la recta sera: P (x, (x + 7)/(—3))

Aplicando la expresién de distancia entre dos puntos e igua-
lando, se obtiene d(A, P) = d(B, P) que a su vez: 120x = —120,
es decir, x = —1, y sustituyendo y = —2, luego P(—1, —2).

El punto A(4, —3) dista 5 unidades de dos puntos de la rec-
ta 7x — y — 6 = 0; halla las coordenadas de los puntos.

Ya ]
x—y—6=10
P !
of | X
A
P

Los puntos de la recta son de la forma (x, 7x — 6), por tanto,
los puntos que distan 5 unidades de A son aquellos que cum-
plenque: (x— 4P+ (7x -6+ 3)' =52

Operando, se obtiene la ecuacion 50x(x — 1) = 0, cuyas solu-
ciones sonx=0 y x=1. Los puntos son: P(0, —6) y P(1,1)

. K - —_
Determina los puntos de la recta{ 3=t

y=2t
tanV10udey=3x+ 1.

Podemos sustituir en la férmula que permite hallar la distan-
ciadeun punto (3 — ¢, 2t)aunarecta, 3x — y + 1 = O

\/ﬁ: |3(3_r)"2f+1| :{T=U

Vio t=4
Por lo que los puntos son:
I Sit=0=(3,0

» t € R que dis-

B Sit=4=(-1,8)

Halla el punto de la recta 2x + 3y — 5 = 0 que equidista de
A0, 3) y B(—1, 4).

=245
El punto es de la forma (x, ——-—) Se debe cumplir que:

3
= 2 o 2
X2+(ﬂ—3) #{X_;_”Z,{,.(_ZXT_S_;‘)
3 3
sx=—Ly=1
7

Por tanto, el punto buscado es (—7/5, 13/5).

Averigua los puntos de la recta —8x + y — 1 = 0 que estin
a distancia 2V/2 u del punto A(2, 3).

Los puntos de la recta son de la forma (x, 8x + 1). Por tanto:

x—22+(Bx—27=8=65¢—-6x=0
{x=0 y=1

= =
x = 36/65 353/65

Los puntos de la recta que estan a distancia 2V/2 u del punto
A(2, 3) son (0, 1) y (36/65, 353/65).

Encuentra las coordenadas de los puntos situados en

la recta r: x + 2y — 3 = 0 que distan dos unidades de la recta
si4x—3y+9=0,

3 —
Py P'son de la forma (x. 3 x).
La distancia de uno cualquiera de ellos a 5 es 2, por lo que:
|4x —3y + 9|
2= -

X
Comoy=3— 7 tenemos que:

4x—3-(3"2"2)+9

Las soluciones de esta ecuacién son: x = 1yx = —29/11. Sus-
tituyendo en la ecuacion irracional, ambas son validas, por lo
que solo falta calcular las ordenadas de los puntos Py P".

=10=3|11x+9/=20

Se obtiene: P(1,1) y P‘( _1219%)
[ va ) xdytoto
7
. l"'
&
T P‘ ;
/LN i
/I
/' o] \ E
] XH2 T3 10
4 ¥T

De todas las rectas que pasan por el punto P(2, 1), halla las

que distan una unidad del origen.

Las rectas que pasan por el punto (2, 1) son de la forma:
y—1=mx—2),esdecir,mx—y+{1-2m)=0.

Podemos hallar las dos rectas que pasan por el punto (2, 1) y
distan una unidad del origen, a partir de la expresion que
proporciona la distancia de una recta a un punto:
m-0—0+(1-2m) 5
1= - =Vm*+1=|1-2m|
Vi £ 1

Al resolver esta ecuacion irracional, se obtiene m=10 y
m = 4/3, por lo que las dos rectas buscadas son:

=1e —ix—i
¥ y 3 3
_ Y j_]-' T
y = anl/l
!
| M -
Ll ilefal] |x
| L 141 3 -
A ENRE -

Averigua las ecuaciones de las rectas que pasan por (—2, 4)

y distan 3 unidades del punto (—1, 7).
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Las rectas que pasan por (—2, 4), son de la siguiente forma:
y—4=mix+2),esdecirmx—y+2m+4=0,

Por tanto, se puede escribir;
m=20
m= 3/4

_ Im(-1)—7+2m+4|
Vim?+1

Es decir, las rectas seran:

i Sim=0=y=4

I Sim=3/4=3x—-4+22=0

3

=>8m‘+6m=0=>{

Determina las ecuaciones de las rectas que distan 7 unida-
des del punto P(3, 5) y son perpendiculares a la recta cuya
ecuacion es3x—4y+6=0.

Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.

Si son perpendiculares a 3x — 4y + 6 =0, son de la forma:
4x+3y+C=0.

Si distan 7 unidades del punto (3, 5), deben cumplir:

7={4-3+3-5+c}
Vi6+9

Las dos rectas son:dx +3y+8=0 y 4x+ 3y —62=0,

En el tridngulo de vértices A(0, 3), B(3, 7) y C(6, 0), determi-
na:

=35=(27+(|=C=8yC=-62

a) El perimetro.

b) La ecuacién de la recta perpendicular a BC que pasa por
A, es decir, la altura del tridngulo desde el vértice A.

¢) La distancia del punto A a la recta que contiene el seg-
mento BC.

d) El drea.

a) Lado AB = 5 u; lado BC = V58 u; lado AC = 3V5 u;
Perimetro = 19,32 u.

b) La recta que contiene a A(0, 3) y es perpendicular al vector
BC=(3, -7es:3x—7y+21=0

¢) La distancia de A(0, 3) a la recta que contiene el segmento

[7-0+3-3—42] 33

BC 7x+3y— 42 =0,es:d = = u
Va9 +9 /58
b-h [6Cl-d Vs8-33Vss 33 ,
d, A=—-—= = = —
2 2 2
Angulos

Encuentra las ecuaciones de las rectas que forman con el
eje de abscisas un dngulo cuya tangente vale 3.

y=3x+b
Determina, sin efectuar calculos, el angulo existente entre
lasrectas3x— 2y —5=0y 2x+ 3y =0.

El angulo mide 90°, puesto que AA’+ BB'=0.

Halla el angulo que forman estas dos rectas:

=2+3t
=42t

Aplicando la férmula para el coseno del dngulo que forman
los dos vectores directores, se obtiene o = 64° 39°13,77"

r.'3x—5y+10=(},s:[‘: JtER

Averigua la ecuacién de la mediatriz del segmento de
extremos A(—1/2, 5) y B(7, —2) y determina el dngulo que
forma con la recta x = 5.

El punto medio del segmento es M(13/4, 3/2).
El vector es AB = (15/2, —7), por lo que una perpendicular al
segmento AB que pase por M es:

%x—7y+c=0

@ Geometria

Imponiendo que pase por M:

15 13 3 11

— . —— e o = EE —

3 a 7 3 C=0=C 3

15 11
Larectaes:Tx—7y+-8—=0=-60x—56y+‘|1‘1=0

El angulo que forma con larecta x = 5 es:

cos = 15660 OMN __ 60 43093024
- = o= ,
V6736 4\ 421
Escribe la ecuacion de las dos rectas que pasan por el pun-

to (3, 2) y forman un dngulo de 45° con el eje OX:
Yk

3,2)

45° 45°

0 \ X

La recta de pendiente positiva sera de la forma:
y=x+b
Imponiendo que pase por (3, 2), tenemos:
2=3+b=b=-1
Por tanto, esta recta tiene por ecuaciény = x — 1.
La recta de pendiente negativa serd de |a forma:

y==x+b
Como pasa por (3, 2), tenemos: 2= -3+ b=b=5
Por tanto, esta recta tiene por ecuaciény = —x + 5.
Determina la pendiente de las rectas que forman un angu-
lo de 60° con la recta de ecuacién —x + 2y = 4.

Un vector director de la recta es T = (2, 1) y un vector direc-
tor v = (1, m) de otra que forme con ella 60° cumplira:

1 24m|

—_————-=>E4+2m|=vr§--i-5?
2 \s\1+m

m'=8 +5V3= 16,66
=

m=8-5V3=—066
Escribe las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto
de intersecciondex + 3y = 5=0y —2x+ y + 3 = 0y for-
manunéngulode45®con2x —y—1=0.
Un vector directorde larecta2x —y—1=0est =(1,2) y
un vector director v = (1, m) de una recta que forme con ella
un angulo de 45° cumplira:

V2 o |1+2m|
—— =2+ 4m|=V10 + 10m*
2 \s\i+m? |
m= -3
=g ]
m=3

Que verifican la primera ecuacién.
Por otra parte, el punto de interseccién de las dos rectas es la
solucién del siguiente sisterna:

x+3y—-5=0

-2+y+3=0
Se cortan en el punto P(2, 1), por lo que las rectas buscadas
tienen por ecuacion:

I y—1=-3x—2)=3x+y—-7=0



1
B y—1=§(x—2}=:>x—3y+1=0

Ejercicios de aplicacion
(8 Dado el triangulo de vértices A0, 0), B(4, —2) y C(—2, 6),

calcula:

a) Su area.

b) El angulo B,

¢) La ecuacién de la mediatriz del segmento AB.
d) El punto simétrico de C respecto de AB.

v

SN -

AN 1]

b S
f‘-‘ﬂr

|

amE ot

a) Siguiendo el proceso de ejercicios anteriores se obtiene:
Area =10 u?

BA-BC  (~4,2):(-6,8)
|8a| - BC] V2010
El angulo buscado es, por tanto: B = 26,57°
Atencidn: 5i se calcula primero B, podemos hacer:
AB=(4,-2)

b) cosB=

h= |§§| *5en B, por lo que el rea sera:
A= [BC| - [4B| - sen B=10u?
c) La mediatriz del segmento AB es la perpendicular a AB por
su punto medio. Por tanto, es de la forma 2x —y + C=0,

como el punto medio de AB es (2, —1), C= —5. La ecua-
cion pedida es la siguiente:

xX—y—5=0
d) Calculando la proyeccion ortogonal de C sobre AB se
obtiene C(—4, 2), por lo que C(—6, —2).

Halla el area del tridangulo determinado por:

ry=-—x

x=3+k
S.'[y=_3+3k,kEH
Lo x4
!‘.y——;+‘§

Los vértices de este triangulo son:
A=rNs = A3, -3)
C=rMt= C=1,1)
B=sMNt= B(4,0)

Siguiendo el procedi- Ya || _
miento aplicado ya an- | I
teriormente, el drea va-
le 8 u”. - =

También podemos calcular el angulo B, y, a continuacion, la
altura del triangulo.

BC-BA  (=51)(=1,-3) 2
=—

Bl B3l VaeVie Vo

4
B= F 2 099
=R 260

Como h = |§E| - sen B = 5,06 u, resulta que:
b-h _V10-506 _
2 2 E

Considera los puntos O(0, 0) y A(9, 12). Una persona situa-
da en el punto O viaja en linea recta hacia A.

cosB=

Area= gu’

a) ;Qué distancia recorre para ir de O hasta A?
b) Escribe la ecuacion de la recta que sigue en este camino.

¢) Cuando lleva la tercera parte de recorrido, ;qué coorde-
nadas seran las del punto P en que se encuentre?

d) Si cuando llega al punto P decide dirigirse hacia un pun-
to Q de coordenadas Q(7, 1), ;qué dngulo debera girar
respecto de la trayectoria que seguia?

a) La distancia entre O y A corresponde con el médulo del
vector que une los puntos O y A:

d=V9+122=15u

b) Como se conoce el punto A(0, 0) y el vector OA = (9,12),
se obtiene la siguiente ecuacién:
20 20 gy
9 12 Y

¢) Dado que debe cumplirse esta relacién entre vectores:

N
OP=—0A
3

7

El punto P tiene por coordenadas (3, 4).
d) El vector PQ = {4, —3), que indica la nueva direccion y el

vector OP = (3, 4}, que tiene la direccién inicial del trayec-
to son perpendiculares, porque su producto escalar es ce-
ro. Por tanto, el dngule que indica el cambio de direccién
es de 90°,

Considera el siguiente rectangulo del plano:

D
Yi

<Y

A

a) Si A(0, 0) y B(3, 4), calcula la longitud de AB.
b) Determina la ecuacion de la recta que pasa por Cy A.

c) Determina las coordenadas del vértice C sabiendo que
la longitud del lado CA es doble de la de AB.

d) Calcula las coordenadas del vértice D.
a) |ﬁ§| =5u

b) La recta determinada por C y A es perpendicular al vector
AB = (3, 4). Por tanto:

_';A:J_E.B- =5-'I?‘u— — {"'4, 3:'
Como esta recta pasa por (0, 0}, tiene por ecuacién:
3x+4y=10

6. Geometria onalitica en el planc @



¢) Sobre la recta AC, un punto que esté a 10 unidades de dis-
tancia del origen ha de tener por coordenadas (-8, 6). Es
decir, C(—8, 6).

d) Se ha de cumplir que:ﬁﬁ - Eﬁ; es decir, D = (—5, 10).

El lado desigual de un triangulo isésceles mide 2V2u y
esta sobre y = x. El vértice opuesto es (0, 4).

a) Averigua la longitud de los lados iguales.
b) Determina las coordenadas de su baricentro.

a) La distancia del punto a la recta es el valor de la altura del
triangulo isésceles tomando como base el lado desigual.
Esta altura divide el triangulo en dos tridngulos rectangu-
los cuyas hipotenusas son los lados iguales del tridngulo
isdsceles. En uno de estos tridangulos rectangulos, los cate-
tos son la altura y la mitad del lado desigual, es decir, V2.

Por tanto, calculamos la altura del tridngulo y aplicando el
teorema de Pitdgoras, obtendremos la longitud del lado
deseado.

lo— 4|

VIZ+(-1)

altura = d((0,4).x—y=0) =

4V2

— — =2

2
2

-
V2
2u

Ahora aplicamos el teorema de Pitdgoras:

lado igual = V(z\ﬁ) + (\5) =V8+2= \/ﬁu

Por tanto, la longitud del lado igual es V10 u.

B) Puesto que el tridngulo es isdsceles, el baricentro se halla
situado sobre la recta perpendicular al lado desigual a una
distancia 1/3 de la base y 2/3 del vértice (0, 4).

Llamando A, a la proyeccién del vértice conocido A(0, 4),
A, es el punto de interseccion de la recta y = x y su per-
pendicular por A:

y =X
y=—x+4

Llamandeo G al baricentro:

— - —_ = = 4
AG= leG = 1% . 213 =» G(—, E)
3 y—2=2/3 33

= A2, 2)

Determina las ecuaciones de las rectas que pasan por
P(—2, 7) y son perpendiculares a la bisectriz del primer cua-
drante y al eje de abscisas. Halla, también, el drea del cua-
drildtero que forman los ejes X e Yy las rectas halladas.
Una perpendicularay = xesy = —x + b; si pasa por (=2, 7),
debe cumplirse lo siguiente:

7=2+b=b=5
Por tanto, y = —x + 5 es perpendicular a |a bisectriz del pri-
mer cuadrante y contiene al punto (=2, 7).
La perpendicular al eje OXesx = —2.
El cuadrilatero es un trapecio rectangulo.
El punto de interseccion con el eje de ordenadas de la recta
y=—-x+5es(0,5).
Con la ayuda de un esquema se observa que la base menor
mide 5 uy la mayor, 7 u.
La altura es 2, por lo que el drea del trapecio es 12 u®,

Halla las ecuaciones de las rectas que pasa por (6, 2) y for-
man un tridngulo de 27 u’ con los ejes de coordenadas.
Debe cumplirse que:
a-b b b-2
W =——y—=—

2 a 6

Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones y se
obtiene:

@ Geomatria

a=9yb=~6obiena=18yb=3
La pendiente de la recta es —2/3, y la ordenada en el origen
es 6.

La ecuacidn de la recta buscada es:

y=6——§-x

1
La pendiente de la recta es ry y la ardenada en el origen
es 3.

La ecuacidn de |a recta buscada es:

y=3—1gx

Un tridngulo tiene dos vértices en los puntos A(0, 0) y B(3, 1),
Su area es 2 u’ y el tercer vértice, de ordenada positiva, se
encuentra sobre la recta de ecuacion x — 2y + 2 = 0, Calcula
las coordenadas de Cy el perimetro del triangulo.

El vértice C estd en la recta x — 2y + 2 = 0, por lo que sus
coordenadas deben ser C(.sc,-;£ 4+ 1).Tomarnos el lado AB co-

mo base, luego esta mide V10 u. Si el drea mide 2, la altura

4
del tridngulo sobre AB debe medir —— u.
10

" 4 pocio X
Esta altura es la distancia entre el vértice C(x, 3 + 1) vy la rec-
ta que contiene AB, x — 3y = (:

X
4 2 X 2 3=4

Vio Vio

x=-14 [y=-6
“x=2 ﬁy=2

3x
-+ —+ =4
Xt 3

Asi pues, el vértice C es el punto (2, 2).
El perimetro sera:

AB + AC + BC= V10 + 2V2 + V2=V10+3V2u

Escribe la ecuacion de la recta simétrica de r: y = 3x respec-
to de la bisectriz del primer cuadrante y, a continuacion,
calcula el drea del tridngulo que forman la recta r, su simé-
trica, y la recta de ecuacion £: 5x + y — 16 = 0.

La bisectriz del primer cuadrante, y = x, y la recta r se cortan
en el origen de coordenadas. Un punto de la recta r es, por
ejemplo, P(1, 3). Su simétrico respecto de la bisectriz del pri-
mer cuadrante es P'(3, 1).

Por tanto, la ecuacion de la recta simétrica buscada, s, es:

Gl
=3
Buscamos los puntos de interseccién de la recta la recta t con

las rectas ry s:

gresas = A2, 6)
Sx+y—16=0

.

y=3% = B8(3,1)
5x+y—16=0

Buscamos el dngulo que forman r y s para, asi, hallar el drea:
1, 3)-6. 1

(Vi)
~ Vao-Vio-os _ ,
A=————=8u

cos [rs) = =06=sen(s) =08

El drea sera:



EB Un triangulo rectadngulo tiene un vértice, A, correspondien-

100

te al dngulo recto, en el origen de coordenadas; otro en el
punto B(2, 4), y el C esté a distancia 3 u del eje de abscisas.
Calcula:

a) Las ecuaciones de las rectas que contienen AB y AC.
b) El vértice C.

<) El area del tridngulo.

a) Lado AB: y = 2x

Lado AC y = -%

b) El vértice C tiene por ordenada 3 y, por tanto, su abscisa

X
es —6, puesto que perteneceay = 3

c) Elérea del triangulo rectangulo BAC es:

4 AB-AC _ V20-Vas _
2

2

15u?

Determina:

a) La ecuacion de la recta paralela a la bisectriz del segun-
do y cuarto cuadrante que pasa por el punto (0, a).

b) El valor de a para que la recta anterior determine en el
primer cuadrante con los ejes de coordenadas un trian-
gulo de 8 u” de drea.

<) La distancia del origen de coordenadas a esta recta.
d) La distancia entre esta recta y el punto (4, 0).
alm=-1lyn=a

y=-xta=x+ty=a

b) Larecta corta al eje de abscisa en el punto (g, 0) y al eje de
ordenadas en el punto (0, a), y el tridgngulo es rectdngulo.
Por tanto, si el drea es 8, a® = 16, por lo que g = 4 (no pue-
de ser —4).

Por tanto, la recta tiene de ecuacién:
x+y—4=0
c) Larectaesx + y — 4 = 0y la distancia de (0, 0) a ella es
d=4/V2=22u.

d) Dado que el punto de coordenadas (4, 0) pertenece a la recta
x + y — 4 = 0, podemos determinar que la distancia pedi-
daesOu.

En el triangulo de vértices A(—1, —1), B(-3, 5) y C(1, 3),
averigua:

a) Las ecuaciones de sus medianas.

b) Las coordenadas del ortocentro.

a) El punto medio de AB es (-2, 2). La ecuacidn de la recta
que pasa por este puntoy G, esx — 3y + 8 =0,

El punto medio de AC es (0, 1). La ecuacién de la recta que
pasa por este punto y B, es 4x + 3y — 3 = (.

El punto medio de BC es (—1, 4). La ecuacién de la recta
gue pasa por este puntoy A, esx = —1,

b) La altura correspondiente al vértice C es:
=x+3y—8=0
La altura correspondiente al vértice B es:
x+2y—7=0
La altura correspondiente al vértice A es:
xx—y+1=0

Resolviendo un sistema con cualquier par de ecuaciones,
se obtiene (1, 3).

Calcula las ecuaciones de las alturas y el baricentro del

triangulo que tiene por vértices A(0, 6), B(4, 0) y O(0, 0).

A partir de la figura, se puede deducir directamente;
B Alturas:
Correspondiente al vértice A:x=0
Correspondiente al vértice B:y =0

Correspondiente al vértice C: como AB = (4, —6), la ecua-
cién de la altura seré de la forma 2x — 3y + C = 0. Como ha
de contener el (0, 0), la ecuacién es:

—2x+3y=0
# Baricentro: es el punto de interseccidn de las medianas, y

se puede calcular directamente sumando las coordenadas
de los vértices y dividiendo por tres:

Un punto equidista de los puntos A(7, 1) y B(1, 3). La distan-
cia de dicho punto al eje de ordenadas es el doble que al
eje de abscisas. Calcula el punto.

El punto pedido debe estar en la mediatriz de AB.
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AB = (—6,2), M(4, 2)

Recta perpendicular a E.B'que pasa por M es:
—3x+y+10=0

Seguin enunciado, P(x, y) es tal que x = 2y, por tanto:

{—3)( +y+10=0

By = P(4,2)

Determina la ecuacion de una recta que forma con el eje X
un dngulo de 45° y que dista 15 unidades con (0, 0).

Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.
Las rectas son de la forma:x —y + C=0.

La distancia del origen de coordenadas a estas rectas es de
15 unidades, por tanto:

—0+C
=m—0—l=c=15\/5yc=—15\/5

V2

Las dos rectas buscadas son:
X=y+15V2=0yx—y—15V2=0

15
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Un rombo tiene dos vértices opuestos, A(5, 3}y C(1, 2), y un

vértice, B, que esta sobre el eje de ordenadas. Halla D.
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CA=(41)

B es la interseccién de la mediatriz de CA y el eje de orde-
nadas.

La mediatriz de CA es de |a forma 4x + y + C = 0. Como debe
5
pasar por el punto medio de CA, que es el (3, E)’ la ecuacion
29
esdx+y——=0.
2
Intersectando esta recta con el eje de ordenadas, x = 0, se
29
obtiene el punto B(O, T)
El vértice D se obtiene considerando que el segmenta 80
5
tiene como punto medio (3. E) Las coordenadas de D son
(o)
g, ==
2

Dado un tridngulo isésceles cuyo lade desigual es AB, con
A(5, 3), B(2, 2), calcula el vértice opuesto, C, si sabemos que
pertenecealarectax—y+1=0.

|
l
| L1,
| 0 ! X
i
1

i.
i
SN [N SO S
Al5, 3), B(2, 2) y Clx, x+1)

Sid(B, C) = d(C, A), debe cumplirse que:
B=x2+R-x=Kx-2P+Kx—-1)P=2E-x"=Kx-1)°
=24=8x = x=3

El vértice opuesto es (3, 4).

De un triangulo conocemos un vértice, A(Q, 2), y las ecua-
ciones de dos alturas, y = —x y x — 3y — 2 = 0. Halla las
ecuaciones de los lados del triangulo y los otros vértices.
lados:3x+y—2=0,y=2+xx—5—6=0

Vértices: (—4, =2) y (1, —1)

El vértice A no pertenece a ninguna de las alturas, por lo que
son perpendiculares a los lados ABy AC.

Supongamos gue B es el vértice correspondiente a la altura
y = —x, luego la pendiente del lado ACes 1: y = x + b, pasa
por A; por tanto, 2 = b.

El lado AC estd en la recta de ecuacidény = x + 2.

Supongamos que C es el vértice correspondiente a la altura
x — 3y — 2 = 0, luego la ecuacién de la recta del lado AB es
de la forma: 3x + y + C = 0. Como pasa por A, se cumple esta
igualdad:0 +2+C=0=C= -2

El lado AB esté en la recta de ecuacion 3x + y — 2 = 0.
El vértice C es el punto de interseccion de las rectas ACy de la
altura que pasa por C:

y=x+2
x—3y—2=0 == —H
El vértice B es el punto de interseccidn de las rectas AB y de la
altura que pasa por 8:

[3:( +y=-2=0

i v = B(1, -1)



Evaluacion (pagina 175)

Halla el médulo y el angulo que forman los siguientes pares de vectores:
b) T=(2,4)yv=(-4,2)

a) |§|=VZ+11=V5 }=’c0$c1=——~—_2+3 =l a=815211,63"
7] = VT T3 = Vo Vavie Ve

b) |G|=V2+4=Vv20 }::-cnsm=__‘§‘t8—=0=’“=gm
[V] = Vi=a + 2" = Va0 A

Verifica que {@ = (1, 3), V= (=1, 2)} es una base y halla las coordenadas del vector W = (3, 5) con respecto a esa base.
1 3 3 )
Como =T # Py entonces tienen direcciones distintas y, por tanto, forman una base del plano.

Se quiere hallar a y b para que se verifique la igualdad W =a- U + b+ V. Sustituyendo los datos del enunciado, resclviendo las
a—-b=3

operaciones e igualando, se llega al siguiente sistema:
: 9 gaasig ot

11 —4
luciénes:a=—yb=—
La solucién es: a 5 i 5

Determina el vector AB siendo A(—2, 0) y B(—4, 2) . Ademas:
a) Halla un vector para que formen una base del plano,

b) Busca otro vector para que la base sea ortogonal.
Se halla el vector formado por los puntos A y B:
AB=0B—0A=(—4,2)—(-2,00=(-2,2)
a) Para hallar una base formada por el vector AB, hay que buscar un vector linealmente independiente.
Por ejemplo, el vector U = (3, 1).
b) Se tiene que buscar otro vector para que la base sea ortogonal,
Por ejemplo, se toma el vector ¥V =(1, 1).
Dada la base de vectores {7 =(2,3), v =(—3, 2)}
a) Comprueba que la base es ortogonal.
b) Reescribe la base para que sea una base ortonormal del plano.

1 . ST
a) Como = # Y U-¥= 2-(—3)+ 3-2 =0, ambos vectores forman una base ortogonal del plano.

b) Para reescribir la base a una ortonormal, hay que normalizar los vectores.
2 3 -3 2
{1.-'|=V2’+3’=Vﬁ=>z=( —) ]‘f|=m=\/ﬁ=>?=(—*.—)
V13 Vi3 V13 V13

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por A(—1, 3) y tiene a ¥ = (2, 1) como vector director. Calcula, ademas, la recta perpen-
dicular que pase por ese punto.

En la siguiente tabla se recogen las ecuaciones:

) =13 +A)VAER [ X—=+7=0
55t}
LN ot
X 1+D‘V?\ER I: y==x+=
y=3+K i 2
[T
o il JENY =5 sl
G | y=3=5l+1)

La recta perpendicular pedidaes: (x+1,y—3) (2, 1)=0=22x+y+2-3=0=2x+y—1=0

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(1, 3) y B(0, 1).

Partimos de la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos, hallando la ecuacién continua de la recta. Después se despeja para
obtener la ecuacién general:

_§=’ S g S grl=8

6. Geometria analilica en el plono @



7. Dadalarectar:x+3y—5=0 yel punto A(—2, —2), calcula:
a) Laecuacion de la recta paralela a r que pasa por A.
b) Laecuacion de |la recta normal a r que pasa por A.
a) Una ecuacién de la recta que sea paralela podria tener los mismos coeficientes de la recta r:
ssx+3y+C=0
Se impone qgue la recta s tiene que pasar por el punto A(—2, —2) y obtenemos el valor de C:
(-2)+3-(-2)+C=0=C=8=sx+3y+8=0
b) Larecta perpendicular o normal de la recta verifica la ecuacion:
(=3, 1) x+2,y+2)=-3x—6+y+2=0=-3x+y—4=0
@ 8. Calcula el drea del tridngulo cuyos vértices son: A(1, 3), B(5, 6) y C(0, 3)
El &rea del tridngulo corresponde a la formula: A = %
La base es la distancia entre dos vértices, esto es: b=d(A, B) = |I§I =V16+9=5
Se halla la ecuacién general de la recta que pasa por Ay B:AB=(4,3)=3x—4y+C=0=3:1-4:3+C=0=C=9
Luego, la recta tiene ecuacion 5: 3x —4y + 9=10
5-0-4-3+9 3
vie# 5

La altura es la distancia entre el punte Cy la recta s, es decir: h =

3
5 g’
Entonces, el dreaes: A= . 1,5 u?

@ 9. Halla el circuncentro del triangulo con vértices: A(1, —3), B(1, 1) y €(3, —1)
Se calculan las mediatrices de los lados del tridngulo.
AB=(0,4) y M1, —N)=>my;:y=—1
BC=(2, 2 yM,(2,0)= mux—y—2=0
x—y=12 x=1
Para hallar el circuncentro, se resuelve el sistema de ecuaciones: [ P {y .
El circuncentro es el punto C(1, —1).

10. Calcula el punto simétrico de P(3, 5) con respecto a la recta rix— 4y =0.
Se calcula la recta perpendicular a r que pasa por el punto P,
x—3,y—5-41)=0=224—12+y—5=0=4x+y—17=0
x—4y=0 x=4
Se halla el punto de interseccién de ambas rectas: [4): + oyt ™ [y |

Dicho punto es el punto medio del punto Py su simétrico.

+3 b+5 =
Asi pues: (4, ”:(a ——)z, [a 5

2 "2 b= -3

@ 11. Dados los puntos A(1,4), B(2, 1) y C(6, 1). Halla:
a) Elvértice D para que ABCD forme un paralelogramo.
b) El drea de dicho cuadrilatero.
a) El vectorFB-y el vector DC son vectores equipolentes. Por consiguiente:
== x=5
AB=DC=(1,-3)=6-x1 —y]=>[Y=4

b) Labase del paralelogramo es la distancia entre el punto A y el punto B.
d(A, B) = [AB| = V1 +9=V10u
La altura es la distancia entre dos rectas paralelas, que se calcula como la distancia del punto Ca la recta que pasa por Ay B, cuya
ecuacionesr3x +y—7=0.
l3-6+1-7 12

Vo +1 V10

h=dDr =

12
Finalmente, el dreaes: A=b-h =10 ——=12 0?
V10



Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Elipse (pagina 183)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una elipse. Mo-
viendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la elipse
como el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias
es constante. El deslizador de color verde permite modificar la
longitud del eje focal para ver otras elipses y comprobar la mis-
ma propiedad con ellas.
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Hipérbola (pigina 187)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una hipérbola.
Moviendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la hi-
pérbola como el lugar geométrico de los puntes cuya diferencia
de distancias es constante. E| deslizador de color verde permite
modificar la longitud del eje focal para ver otras hipérbolas y
comprobar la misma propiedad con ellas.

Parabola (pagina 193)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una parabola.
Moviendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la pa-
rabola como el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de una recta y de un punto. El deslizador de color verde permite
modificar el pardmetro p para ver otras parabolas y comprabar la
misma propiedad con ellas.

Actividades (paginas 179/194)

Bl Halla la mediatriz del segmento cuyos extremos son los
puntos A(1,—1) y B(—3, 4).

Vo= 17 +(y +17 = Voo + 37 + (y — 47
= —8x+10y—23=0

El Calcula la bisectriz del angulo formado por las rectas
r3x—4y+10=0ys:5x+ 12y —2=0.

3x—4y+10 _ Sx+12y-2

=13(3x — 4y + 10) = =5(5x + 12y — 2)
Las ecuaciones de las bisectrices son:
x—8By+10=0y8B8+y+15=0
Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cu-

ya distancia al origen es el triple que la distancia a la recta
6x—y+4=0.

-..-‘xl +y2-__ ig.w
q|.|'62+t__-nl

= 287x" — 28y + 432x — 72y — 10Bxy + 144 =0

El Dada la recta de ecuacién r: 7x + 2y — 4 = 0 y el punto
P(—3, 2), determina las coordenadas de un punto Q sabien-
do que la recta r es la mediatriz del segmento PQ.

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

El segmento PQ, debe ser perpendicular a la recta r, por tanto
PQ = k{7, 2). Ademds, d(P.r) = d(Q, r).

Sean (a, b) las coordenadas del punto Q, Qg, b):
a=7k—3
b=2k+2

7(-3)+2-2-4 _ 2

(a+3,b—2]'=.‘r[?,2)=>[

d(Rr) =
VPE+ (=2 53
dm”:|7-a+2-b—4{_7a+2b—4
V7 + (=27 \/53
Asi, 7Ta+2b—4=21
Resolviendo el sistema:
a=7k-13
b=2k+2
Ja+2b=25
enerk=2,g 2135, 190
Se obtiene: k = 5975 yb= =
135 190
I: denadas d N ———
as coordenadas de Q son O{ 3 53)

Sabiendo que el punto de interseccion de dos rectasry s es
P(9, —2) y una de sus bisectrices es la recta de ecuacién
2x + 5y — 8 = 0, halla la ecuacidn de la otra bisectriz.

La otra bisectriz serd perpendicular a la conocida, por tanto
su ecuacion serd de la forma 5x — 2y + C = 0, sustituyendo el
punto P(9, —2), tenemos:

5-9—-2-(-2)+ C=0—C= —49, la ecuacion pedida es
S5x—2y—49=0.
Determina la ecuacién que cumplen los puntos del plano
cuya distancia a P(—3, 5) es 4.
Vix+3P+(y—5"=4
=X +6x+9+y — 10y +25=16
=x+y+6x—10y+18=0
Calcula la ecuacion de una circunferencia de centro C(—1, 5)
y radio 7.
x+1P+(y—57=49=x+y + 2x—10y— 23 =0
Calcula las coordenadas del centro y el radio de la circunfe-
rencia cuya ecuacién es: X’ +y* — 4x + 8y — 16 =0
m=-20=—-4=-2a=a=2
n=-2b=8=-2b=b=—4
p=a+b-R=-16=4+16—R=R=6
Asi, C(2, —4)y R = 6.
Dada la circunferencia x* + y* — 10x + 6y — 47 = 0, calcula
la ecuacion de otra concéntrica con respecto a ella que:
a) Tenga radio 2. b) Pase por el punto (5, =7).
alm=—-2a=-10=-2a=a=5
n=-2b=6=—-2b=b=-3
p=a+b'-R=p=25+9-4=30=2R=6
La ecuacion de la circunferencia es:
¥+ —10x+6y+30=0
b) La ecuacion serd de la forma: x* + ¥ — 10x + 6y + p =0,

imponemos gue la circunferencia pase por el punto (5, —7)
ytenemos:25 +49—-50-42+p=0=p=18

La ecuacion de la circunferencia es:
X¥+y —10x+6y+18=0

7. Lugares geomelricos Yy conicas @



Calcula las coordenadas del centro y el radio de la circunfe-
rencia de ecuacién 4x* + d4y* — 10x+ 5y —1=0.

En primer lugar se debe dividir toda la ecuacién entre 4:

X1+yl—3x+zy—z=0

m=—2:1:»—-5-:+-2.-::=:ntr=i

4

5

n:—2b=:-—=—2b=>b=—§
1 5\ 5\ V141

5 5 141

C|l— ——|yR=——

I’-::-rtant-:)lf(4 a)y 3

Calcula la ecuacién de una circunferencia cuyo centro esté
sobre el eje de abscisas, y la de una circunferencia que ten-
ga su centro sobre el eje de ordenadas.

Si la circunferencia tiene su centro sobre el eje de abscisas las
coordenadas de este serdn de la forma Cla, 0) y su ecuacién:

Y+y -2ax+a-R=0
Si la circunferencia tiene su centro sobre el gje de ordenadas

las coordenadas de dicho centro seran de la forma C(0, b) y su
ecuacion:

X+ —2by+b*—-R=0
Calcula la ecuacién de una elipse centrada en el origen, de
semieje mayor 10 y distancia focal 12.
Sabemos gue en una elipse se cumple:
@=b0+=100=0"+36=b=8
La ecuacion de la elipse es:

LI

S T A

100 64
Calcula la ecuacién de una elipse de excentricidad 0,4 y
semidistancia focal 2.

2
Dadoqueenizsﬂ,dl:-:m:S
a a

Comoa’=b'+=25=b"+4=b"=
La ecuacion de la elipse es:

;.

25 21

Calcula la excentricidad de cada una de las elipses cuyas
ecuaciones son las siguientes:

2 ¥
u}—+20 1

R
b'l'ﬁ+9_1

x yz_
dE+E—1

_Veo _Vs
Vao 2

¢) Esta elipse tiene el eje mayor vertical, como a® = b* + ¢
=49=25+=c=24

_Vaa_2Ve
Vas 7

e

&b ceometria

Calcula el eje mayor, el eje menor, las coordenadas de los
vértices y de los focos y la excentricidad de la elipse de

ecuacion:
'
AR i
25 16

c
Teniendo en cuenta que g’ = b* + Cyquee = ;entonces:
B=16+=c=3
Obtenemos:

Eje mayor = 10, eje menor = 8, A(5, 0}, A'(—5, 0), B(0, 4),
B'(0, —4), F(3,0) y F(—3,0), e = 0,6.

Calcula la ecuacién de una hipérbola centrada en el origen
cuyo eje real es 20 cm y cuya distancia focal es 32 cm.,
Comoc’=a’ +b"=16"= 10"+ b* = b" = 156

X _ ¥ _

100 156

Determina la ecuacién de una hipérbola de excentricidad
1,4 y semidistancia focal 7.

C
Dadoquee=—=2a =5c =a’ + b= 49 = 25 + b*

= b= 24

L4

25 24
Calcula la excentricidad de la hipérbola cuya ecuacion es la
siguiente:

L e

80 20

E=a+b==80+20=100=c=10
_ Vs
2

A
V8o
Calcula el eje real, el eje imaginario, las coordenadas de los
vértices y de los focos, y la excentricidad de la hipérbola de
ecuacion:

c ¥,

25 16
Dadoquec =a* + b* yquee = -a—, tenemos:
Eje real = 2a = 10, eje imaginario = 2b = 8, A(5, 0), A'(—5, 0),

AVa, U)yF'(-—\/‘H,O),e=ﬁ

5
Calcula las asintotas de la hipérbola de ecuacién:
L
36 49

Las ecuaciones de las asintotas de una hipérbola son:
b

y = £ —x, en nuestro caso b = 7 y a = 6, por tanto:
a

7

—zx =—X
y=gx vy 6

Dada la hipérbola cuyo semieje real es 10 y cuya distancia
focal es 2012, ;puedes decir si es o no equilatera?

Todas las hipérbolas equilateras tienen e = \/5. determinare-
mos la excentricidad de la que dice el enunciado:

10VJ- vf—

Podemos afirmar que esta hipérbola es equilatera.

Calcula el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de la recta x = —3 y del punto P(5, 0).

+3=Vix—5"+y =y =16x—16



Calcula la ecuaciéon de una parabola de foco F(3, —1) y di-
rectriz el eje de abscisas. Observa que esta parabola tiene
el eje paralelo al eje de ordenadas, es decir, es una parabo-
la vertical.

Vix = 3) + (y + 1}2=y3y=m

Calcula el pardmetro p de una paribola de ecuacién
y*= 2px con foco en el punto (1, 0).

p=2

Ejercicios y problemas (paginas 197/155)

Lugares geométricos

Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos
del plano que equidistan de A(—1, 3) y B(7, —1).
Es una mediatriz de ecuacion: 2x —y —5=0

Calcula la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del

plano cuya distancia al eje de abscisas sea el doble que su
distancia al punto (1, 1).

y=2Vl—11}+{y— 1P =4 +3y'—8x—8y+8=0
Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos

del plano cuya distancia a la recta y = —3 sea el cuadrado
de la distanciaalarectax+y+1=0.

+y+1\2
y+3=(%) =X +y + 22y + 22 —-5=0

+y+1)?
A =(%) =Sx +y + 2y+ 22 +4y+7=0

Calcula el lugar geométrico de los puntos que equidistan
delasrectas3x+4y—2=0y6x—8By+13=0.

Son las bisectrices de ecuaciones:
16y—17=0, 4x+3=0

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
suma de distancias a los ejes de coordenadas es igual a 6.
M +ly|=6

Circunferendia

A Calcula la ecuacién de una circunferencia:
a) De centro el punto C(1, 0} y radio 3.
b) De centro el punto C(—1, —2) y radio 5.
¢) De centro el punto C(4, —4) y radio 4.
d) De centro el punto C(0, 0) y radio 2.
a)x*+y*—2x—8=0 ) x'+y’—8x+8y+16=0
b)x*+y*+2x+4y—20=0 d)x*+y*—4=0
Halla las coordenadas del centro y el radio de las siguientes
circunferencias.
al x*+y*—18x—9=0
b) x*+y*+6x+4dy+10=0
c) X’ +y*—4x+10y+33=0
d) 4x* + 4y’ — 8x+4y—14=0
a) C(9,0)yr=3V10
b) C(-3,-2)yr=V3

¢) Esta ecuacidn no corresponde a una circunferencia, ya
que no hay ningan punto que cumpla sus condiciones.

d) C{I.—%Jyr—-— \/1_9-

2

Bl Dada la circunferencia x* + y* — 4x + 10y — 50 = 0, halla:
Y

a) La ecuacion de otra circunferencia concéntrica a ella de
radio 8.

b) La ecuacién de otra circunferencia concéntrica a ella que
pase por el punto (2, 2).

a) x*+y*—4x+10y—35=0
b)x*+y’—4x+10y—20=0
El Calcula la ecuacién de una circunferencia que pasa por los
puntos A(0, —1), B(1, 2) y C(—3, 2).
Se debera resolver el sistema:
1 -n+p=0
1+4+ m+2n+p=0
9+4—-3m+2n+p=0

Se obtiene:m=2,n=-2,p= -3
La ecuacion de la circunferencia buscada es:
x*+y'+2x—2y—3=0
[l Determina la ecuacién de una circunferencia de centro
(2, —1) y que es tangente a la recta 3x — 4y + 10 = 0.

El radio de la circunferencia serd la distancia desde el centro
hasta la recta tangente:

|3-2—4-(-1)+ 10|
r= =4
V3 +(-4a)
En consecuencia, la ecuacion de la circunferencia sera:
=27+ y+ 1) =4 x5 +y —ax+2y-11=0

il Sean la circunferencia x* +y*=25 y una recta secante,
7x+y—25 =0. Calcula la ecuacién de la mediatriz del seg-
mento determinado por la circunferencia y la recta.

En primer lugar, se deberan calcular los puntos de intersec-
cion de la circunferencia y la recta secante, resolviendo el
siguiente sistema:
x4+ y'=25
7x +y—25=0
Se obtienen los puntos (4, —3) y (3, 4). La ecuacion es:
V=4 +(y + 3 =Vix— 37 + (y— 4

Elevando al cuadrado, y agrupando, nos queda:

x—7y=0

Halla la ecuacion de una circunferencia que pasa por el ori-
gen de coordenadas, tiene radio 4 y su centro esta situado
en la bisectriz del segundo cuadrante,

Si el centro se encuentra en la bisectriz del sequndo cuadran-
te, las coordenadas de este serdn de la forma (—a, a); como
pasa por el origen de coordenadas:

(—al+d*=16= 28 =16 = a=2\2
Las coordenadas del centro serdn (—2V/2, 21/2).
La ecuacion de la circunferencia es:
X +y +4\2x —4\2y =0

Calcula la ecuacién de una circunferencia que pasa por el
origen de coordenadas, tiene su centro en la bisectriz del
primer cuadrante y cuyo didmetro es 4\5.

Las tres condiciones nos permiten escribir:

U pasaporelorigen = p=0

1 centroenlabisectriz=a=5b

1 radio=2V2=d +b'— (V2P =0=a=b=+2

Como el centro estd en el primer cuadrante, sus coordenadas
son (2, 2}, y la ecuacién de la circunferencia:

X'yl —dx—4y=0

7. Lugores geomélricos y canicas @



[} Halla la ecuacion de una circunferencia que pasa por los
puntos A(2, 1) y B(3, —3) y tiene su centro sobre la recta de
ecuacionx+y—5=0.

Se debera resolver el sistema:
2—-al+(1-b)p=r?
B—aP+(-3-bP=r?

a+b=5
Se abtiene:

53 =3
T 2=
; 1258
rre—

100

Para la circunferencia, se obtiene:
10x* + 10y* — 106x + 6y +156=0
[H Calcula la longitud de la cuerda comtin a las circunferencias
X+ y’=10yc:x*+y'—10x=0.
Los puntos de corte de las dos circunferencias se obtienen
resolviendo el sistema:
[x" +y'=10
x4y —106=0
Se obtiene (1,3) y (1, —3).
La longitud de la cuerda es: \/{1 -1+ B-(-3F=6

Los extremos de un didmetro de una circunferencia son los
puntos A(—4, 5) y A'(10, 9). Calcula la ecuacién de esa cir-
cunferencia.

El centro de la circunferencia es el punto C(3, 7), y el radio,
la distancia de este a uno cualquiera de los extremos del
didmetro:

r=VE+4 +(7-5°=Va9+4=1/53

k=3P +(y—77=53 = x"+y’—6x—14y+5=0

Dada la circunferencia x* + y* = 25, determina las ecuacio-
nes de las rectas tangentes a esta que pasan por:

a) El punto P(3, —4).

b) El punto Q(0, 6).

X +y'=25
y+4=mx—3)
x4+ [mlx—3)—412=25
=x1+m)+(—6m—8m)x+9m*+24m—-9=0
Impanemos que el discriminante de la ecuacidn de segun-
do grado anterior sea 0.

a) El sistema debera tener una solucion.

64m* — 96m + 36 = U=>m=%
La ecuacién de la recta tangente es:
y+4=%{x— =3 —4y—25=0

b) El punto Q no pertenece a la circunferencia.

2 - s
El sistermna { * ty' =25 debera tener una Unica solucién,
= mx

Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera:

3 3 _ =_'_‘VH
m+1)x"+12mx+11=0=>m _—-——5

Las dos rectas tangentes son:

-6= 5 X
V11
Jl i

[l Halla la ecuacién de una circunferencia de centro C(2, 3)
tangentealarectadx—3y+6=0.

La distancia entre el centro de la circunferencia y la recta serad
el radio de aquella:

|4-2—3-3+6]|
r=t————=1
Va4 + (=3)
La ecuacidon de la circunferencia pedida es:
r=2+ (=3 =1=2x+y*—dx—6y+12=0
B Dada la circunferencia x* + y? = 16, calcula la ecuacion de
larecta tangente a ella paralelaa 2x—y +3=0.

Si la recta ha de ser paralela a 2x — y + 3 =0, debera tener
una ecuacién de la forma:

x—=y+C=0
Ademids, esta recta debera distar del centro de la circunferen-
cia una longitud igual al radio:

2:0-0+C
4= 207040 L e aays
Vs
Existen dos rectas tangentes a la circunferencia;
re 20—y +4V5=0 y r; 2x—y—4V5=0
HI Halla las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia
x4 y* —a4x+ 6y + 12 =0 que sean:
a) Paralelas a la recta 3x — 4y + 10=0.
b) Perpendiculares a la recta 3x— 4y +10=0.
a) La circunferencia tiene de centro el punto C (2, —3), y de
radio, 1,

La nueva recta debe ser paralela a 3x—4y+10=0, y
deberé distar 1 del centro.
JB2-4=3+C

VAR (-4
=(C=-13yC=-23
Existen dos rectas paralelas a 3x — 4y + 10 = 0 tangentes a
la circunferencia:
3x—4y—13=0y 3x—4y—23=0
b} La nueva recta debe ser perpendicular a 3x — 4y +10=0,
y debe distar del centro una unidad; es por tanto de la
forma:4x+ 3y +C=0
= b 23034
T V3lig?
=C=6yC=-4
Existen dos rectas perpendiculares a 3x—4y+ 10=0y
tangentes a la circunferencia:
4x+3y+6=0y 4x+3y—4=0

1= = +5=6+12+C

=+5=8-9+(

Elipse

Calcula las ecuaciones de las elipses de las que se conoce:
alb=4yc=3
b)c=9ye=0,2
c) 2c=10ya=10
d) b =5y pasa por P(—2, 4).

L
i -
®) 3035 " Toaa !

yZ
fL= S, .—:}
00t 75
9x’
D300 T 25!




Determina los ejes, focos, vértices y excentricidad de las
elipses:
ﬂJx—1+y—2—‘l b) 3x* + 6y° =12
6 2 e
XZ }'2
b=
a’ﬁ 2 1
a=Veb=V2

Los vértices son:

A(V6,0), A(~V6,0), 80, V2), 8(0,~V2)
c=a'—-b"=6—-2=4,¢=2

Los focos son: F(2,0) y F(—2,0)

El eje mayor es: 2a = 2Ve

El eje menor es: 2b= 2'\/2_!

2 _Ve

C
La excentricidad es: e=—=—F7==——
a Ve 3

b} 3x* +6y*=12
La elipse debera escribirse de la forma siguiente:
] 2
X
T+%=1 = a=2yb=12

Los vértices son:

A(2,0), A1—2,0), B(o,V2), 8{0,—V?2)
A=a?—b*=4-2=2 = c=\2
Los focos son: F(\E 0) y F’(—\fﬁ, 0)
El eje mayor es: 2a=4

El eje menores: 2b= 2\/5

V2

: (o
La excentricidad: e=—=—
a 2
Calcula la ecuacién de una elipse centrada en el origen que
pasa por los puntos A(1, —1) y B(0, —4).
Impaonemos que la elipse pase por estos puntos:
A“f _1} y B(ul _4)
1 1

=1
a b

=b=4,0'= 5
16 15
Gk
Por consiguiente, la ecuacién de la elipse sera:
2
LS
16 16

tigmprueba si el punto P(\/g. 2'\5) pertenece a la elipse

—4—=1,
23 1

El punto pertenece a la elipse, ya que sustituyendo el punto
en la ecuacién, cumple la igualdad:

05, GVEF_
25 10

Dada la elipse :2—5 + % = 1, calcula las coordenadas de

un punto de dicha elipse cuya ordenada es el triple que la
abscisa.
Imponiendo y = 3x, se obtiene:

x? gx?

2
4T = 2 2_ =+5 [—
> g 1= X" +45x =50 = x 5"'4?

Los puntos que cumplen la condicion pedida son:

[2 [2 2 [2
P,|5.[—115,/— N T _)
‘( 47 4?)”‘( 3 47 3 47

Calcula la ecuacion de una elipse cuyos focos son F(2, 5) y

F'(2, —4), sabiendo, ademas, que a= 15.
Vix—2P+(y—5° +Vix—2P + (y + 47 =30
= V=27 + (-5 =30~ Vix— 27 + (y + 41
Elevando al cuadrado se obtiene:

x =27+ (y — 5)° =900 + (x — 2)* + (y — 4 -
—-60V(x—2P+(y+4)

= —18y—891=—60V(x—2+ (y +4)°
Elevando de nuevo al cuadrado y agrupando:
400x% + 364y” — 1 600x — 364y — 80209 =0

Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse de

i
ecuacion E7y + % =1 en el punto P(0, 6).
El punto no pertenece a la elipse.
2 2
¥
El sistema | 16 5
y—6=mx

debera tener una tnica solucion.

X rm o V3
16 5 =
Las ecuaciones de las rectas tangentes son:

Va1

3
y=6+—4——x, y=6-—-4—x

Calcula la ecuacién de las rectas tangente y normal a la
elipse 4x* + y* = 20 en el punto de abscisa 1 y ordenada
negativa.

Se calcula, en primer lugar, la recta tangente. El punto de tan-
gencia cuya abscisavale 1es:4-1+y* =20 = y= +4,

Al imponerse que la ordenada sea negativa, tenemos para el
punto de tangencia las coordenadas (1, —4).

4%’ +y*=20
yt+ta4=mx -1)
=X [4+m’ +x(—2m" — 8m) + m" + Bm—4=0

Imponemos que el discriminante se anule:

El sistema [ =S4 +[mx—1)—4*=20

m-2m+1=0=m=1

La ecuacion de la recta tangente es de la forma:

y+4=1kx—1) =2 x—y—-5=0
La ecuacion de la recta normal tiene la forma: x + y + C=0.
Como sabemos que pasa por (1, —4), se tiene que;

1—4+C=0= C=3
La ecuacidn de |a recta normal es la siguiente:
x+y+3=0

Calcula la ecuacién de la recta tangente a la elipse, cuya

ecuacion es 18 + e 1, por el punto P(6, 0).

El punto P{6, 0) no pertenece a la elipse.

La recta tangente a la elipse por el punto P(6, 0) sera de la for-
ma: y = m(x — 6), y Gnicamente debera tener con esta un
punto en comun. Planteamos el sistema:

2 2

X Y

e tp f = ] 2 iy
18 9 sstited - o 2Oy
y=mix— 6) 18 9

se obtiene: x* (1 + 2m?) — 24m’x + 72m* — 18 =0
Para que el discriminante sea 0, m = * 1,"\6‘
Las dos rectas tangentes san:

1
——= - 6)

V2

1
=— —6' 3
y=g ey

7. Lugares geométricos y canicas @



Hipérbola

Halla los ejes, focos, vértices y excentricidad de las siguientes

x
3 i —_——
Hl La hipérbola 5

hipérbolas:

yl

_.._='|

9
b) x*—3y’=18
€) x'—y'=25

X
IIJE"‘

a) Ejes: a*=25 => a=5 = 2a=10
b*=9 = b=3 = 2b=6

Focos: C=a*+b'=25+9=34 = c=1/34
= F(\/34,0)yF(-V/34,0)
Vértices: A(5,0), A'(—5,0)

V34

Excentricidad: e= 5

b) Ges: a*=18 = a=V18=3V2 = 2a=6\2
b'=6 = b=V6 = 26=2V6
Focos: C=a’+b'=18+6=24 = c=\/24
= F(V24,0)yF(—V24,0)
Vértices: A(3V/2,0), A1-3V2,0)

Vs 2V3
T L
3V2 3

¢} Ees: =25 = a=5= 2a=10
b*=25 = b=5 = 26=10

Focos: C=a"+b"=25+25=50
= c=V50=5V2= F(5\/2,0)y F(~5V/2,0).
Vértices: A(5,0), A(—5,0)
V50
Excentricidad: e= —5- = VE
La excentricidad es \5., ya que la hipérbola es equilatera.

2
X
?=1 pasa por (3\/3, —2). Halla su
ecuacion.
Sustituimos el punto [3\/3. —2) en la ecuacion de la hipér-
bola para obtener el valor de b:

(3Vs) 4

=1 = 206°=100 = b*’=5

25 b
La ecuacion de la hipérbola es:
¥
25 5

Halla la ecuacién de una hipérbola equildtera cuya distan-
cia focal dé 8\/2. Calcula sus ejes, focos, vértices y excentri-
cidad.

a+b°=32 = dadoquea=b = 2a°=32 = a’=16

La ecuacion de la hipérbola es:

XI y?

6 16
Ejes: a*=16 = a=4 = 2a=8
b*=16 = b=4 = 2b=8
Focos: C=a*+b'=16+16=32 ¢ =4\2 =

= F4V2,0yF(-4V2,0)

Vértices: A(4,0) yA'(—4,0)

c N2

Excentricidad: e=—=——=V2
a 4

@ Geometria

Determina el dngulo que forman las asintotas de la hipér-

bola de ecuacion 11x* = 7y* = 77.
a=7=a=\7 B=11 = b=V
Las ecuaciones de las asintotas son:

iy - L,
Y=V7 ¥ 7

11
El vector director de la primera asintota es (1, ; ."—7—) yeldela

1)
7}
El angulo que forman las rectas es:

N -1l
Vi+iz-Vi+1147

segunda, (1, —

2
Cos =i
= 9

= o= arccos (%) =77°9'37,48"

El eje imaginario de una hipérbola mide 16 cm, y sus asin-
4 4 . .
totas son y = Ex e y= —gx. Calcula la ecuacion de la hi-

pérbola, sus ejes, focos, vértices y excentricidad.
b 4 8

~ia E = 'E = a=10

La ecuacion de la hipérbola es:
ELReE .
100 64

Ejes: 2a=120,2b=16

Focos: =da*+b'=164 = c=V164=2Va
= F(2V/41,0)y F(-2V/41,0)
Vértices: A(10,0), A(—10,0)

c_Va1_Va

Excentricidad: e= = 0 5

Dada la hipérbola 4x* — 10y* = 24, calcula las coordenadas
de un punto del tercer cuadrante cuya abscisa sea el doble
que la ordenada. Determina las ecuaciones de la recta tan-
gente y de la recta normal a dicha hipérbola que pasan por
este punto.

Las coordenadas del punto cumplirdn: P(2y, ¥)

Sustituyendo en la ecuacién de la hipérbola:
16y~ 10y° =24 = 6y°=24 = y, =2, y,= —2

El punto del tercer cuadrante, siendo la abscisa el doble que
la ordenada es, P(—4, —2).

El sistema:
[4;(‘—10};2 =24
y+2=mix+ 4)
deberd tener solucion Gnica,
47 = 10[mlx +4)-2F -24 =0
X'[4 — 10m’] +x{—80m’ + 40m) + (—160m” + 160m — 64) =0
La ecuacidn debera tener discriminante cero.

4
1600m’-—2560m+1024:0=m=—§

La ecuacidn de la recta tangente:

y+2=%(x+4} = 4x—5y+6=0
, . , 5 .
La recta normal tendrd de pendiente y'= — I,y sU ecuacion es:

5
y+2= —I{x+4] = S5x+4y+28=0



Si la ecuacién de una hipérbola es x- y =1, ;cuéles son las
ecuaciones de sus asintotas? ;Y la ecuacion de su eje focal?
iCuanto vale el eje real? ;Cudles son las coordenadas de los
focos? ;Y las coordenadas de los vértices?

Esta hipérbola es equildtera referida a sus asintotas; por
tanto, estas son:x=0 e y=0.

El eje focal coincide con la bisectriz del primer y tercer
cuadrantes, y su ecuacion es: y = x,

La hipérbola referida a sus asintotas tiene como ecuacién
2 F

a a v‘ :
X-y=-.en nuestro caso, - 1 = a=V2,luego el gje real

vale 2\5..

Teniendo en cuenta que deben tener la ordenada igual que
la abscisa, las coordenadas de los vértices seran:

22=(V2)' = x==1 = A1, ) yA(-1,-1)

Dado que la hipérbola es equilatera, c = V2a = 2; las coor-
denadas del foco seran (x, y), con x = y:

i=F=4 = x=+\2
Las coordenadas de los focos son, F(\V/2, V2) y F{-V/2,-V/2).

Dada la ecuacién de la hipérbola:
x'—6y’=24
calcula n para que y = 3x + n sea una de sus tangentes.
El sistema:
[xl — 6y’ =24
y=3x+n
debera tener solucién Gnica.
X —6(3x+ny=24 = —53—36nx— (24 +6n) =0
El discriminante de esta ecuacién debera ser 0:
1296n* =212 (24 + 6n") =0 = n= +21/53

Determina la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola
2

de ecuacién 2 T 1 en el punto P(6, 0).

El punto P(6, 0) no pertenece a la hipérbola.

La recta tangente a la hipérbola por P(6, 0) serd de la forma:
¥y = mlx — 6), y inicamente debera tener con ésta un punto
en comun. Planteamos el sistema:

XI yi
2 27!
y=mix — 6)
Sustituyendo;
2 _Imx—6F _
4 2

Se obtiene:
(1 =2m%) +24m’ — 72m* — 4=0
Imponiendo que el discriminante sea 0, se obtiene:
256m* = —16

En conclusidn, observamos que no es pasible trazar una
recta tangente a la hipérbola por el punto P(6, 0).

Parabola

Calcula la ecuacién de las parabolas que tienen las siguien-
tes caracteristicas:

a) La directriz es |a recta x= —5, y el foco, el punto F(5, 0).

b) El vértice estd en el origen de coordenadas, pasa por el
punto (5, 4) y su eje es el de abscisas,

c) El vértice esta en el origen de coordenadas, pasa por el
punto (5, 4) y su eje es el de ordenadas.

d) El vértice esta en el punto V{5, 4) y la directriz es la recta
x=0.

a) Puesto que el foco esta sobre el eje de abscisas, y el origen
equidista del foco y de la directriz, se trata de una parabo-
la de la forma: y* = 2px. El parametro es 10, y la ecuacién
de la pardbola: y* = 20x

b) La parabola sera de la forma: y* = 2px
Si pasa por (5, 4), entonces: p = 8/5
La ecuacién de la pardbola es: y* = 16x/5
¢) La parabola seré de la forma: x* = 2py
Si pasa por (5, 4), entonces: p = 25/8
La ecuacion de la parabola es: x* = 25y/4
d) La ecuacién sera de la forma: (y — y,)* = 2pix — x;)
= (y— 47 =2plx—5)
Como la distancia del vértice a la directriz es p/2=35
= p = 10, obtenemos:

(v—4)72=20{x—15)

Halla la ecuacion de una parabola cuyo foco es el punto
(1, 1) y su directriz, la recta y = 2x.

| 2% — v
A _12+ _1}2: y
i 22+ (=1)?

=x*+4y* —10x— 10y + 4xy + 10=0

Calcula la ecuacién de la tangente a la pardbola y> = 6x en
el punto de coordenadas P(6, —6).

y'=6x

y+6=mx— 6)

El sistema deberd tener una Unica solucién

+ 6 + ém
o AT

o 6=my’ — 6y —36(1 + m)=0

— 1 ;
Para que el discriminante sea 0, m = o Luego, la ecuacidn

de la recta tangente es:
y+6‘r=_71{x—6]| = x+2y+6=0

Calcula la ecuacién de la tangente a la parabola y* = 10x— 30
en el punto P(1, 0).

El puntao (1, 0) no pertenece a la parabola.
La recta y = m(x — 1) que pasa por el punto (1, 0) solo debera
tener un punto en comun con la parabola.
y'=10x—30
y =mx—1)
= m'x’—(2m* +10)x + (m* +30)=0
El discriminante debera ser cero:

= [mlx—1)*=10x— 30

—80m*+100=0 = m ==

SE

Las ecuaciones de las tangentes son:

Vs

5
=—(x—-1), =——x—1
¥ = x—1), y > x—1)

7. Lugores geometricos 4 conicas @



Ejercicios de aplicacion

Determina la posicion relativa de la elipse de ecuacidén
x*+2y*'=3y larectax+2y—1=0.

Resolviendo el sistema:

K¥+2y2=3

x +2y—=1=0

se obtiene: (1 —2y)* + 2y* =3
3
La recta y la elipse son secantes; los puntos de corte son:

5 1
P;(‘L”Y”z(? _EJ

= 3y -y—-1=0= y,=1, y,=

Halla la posicién relativa de la elipse 4x* + 9y* = 36 y la cir-
cunferencia x* + y* = 25.
Resolviendo el sistema:

[4:# +9y* =36

¥+ yi=25

4(25—y*) +9y" =36 = 100 — 4y’ + Y’ =36
= 5y*=—64
La circunferencia y la elipse no se cortan. Es conveniente
reflexionar sobre el hecho de que comparando el eje mayor

de la elipse y el radio de la circunferencia se puede llegar a
la conclusion de que la elipse es interior a la circunferencia.

Calcula la posicidn relativa de la circunferencia de ecuacién
x'+y'=25ylarecta3x+2y—19=0,
Se plantea el sisterna:
X+ yP=25
3x +2y —19=0
y se observa gue no tiene solucién, luego la recta y la circun-
ferencia son exteriores.

Halla la posicién relativa de larectax + y — 3 =0y laelipse
x! yl

=1

6 3

Se plantea el sistema:

2
XL Y,
6 3

x +y—3=0
Se obtiene la ecuacion:
Y —2y+1=0
gue tiene una Unica solucién:
y=1

luego la recta y la elipse son tangentes en el punto P(2, 1).
Dadas las siguientes ecuaciones, identifica de qué cdnica
se trata e indica sus elementos caracteristicos:
a)+y —10x+6y+30=0
b) X +y' —10x+ 6y —25=0
(v -3y

5 =
d) &’ —3y+77-12=0

y

X
GJ"E‘H-E-—H)

c) (x—57+ 1

fl y—-57=6(x—1)

a) Circunferencia de centro C(5, —3) y radio 2.

b) No es una circunferencia.

¢) Elipse centrada en el punto (5, 3) con el eje mayor vertical
\/g y el menor 1.

d) Hipérbola centrada en el punto (0, —7) con distancia focal
igual a 10 y la distancia entre los vértices 2V3.

e) Hipérbola centrada en el arigen con distancia focal igual a
20y la distancia entre los vértices 21/80 = 8V/5.

f) Parabola con vértice en el punto (1, 5) de pardmetro 3.



Evaluacion (pagina 199)

Halla, mediante la definicién de lugar geométrico, la ecuacién de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(1, 2) y
B(4, 5).

Utiliza el programa GeoGebra para comprobar la solucién.

Dado Plx, y) perteneciente al lugar geométrico, se verifica que d(P, A) = d(P, B). Entonces:

V- 1P+ (=27 =Vix— a7+ (y— 5P =¥ - 2x+ 1+ —dy + 4 =% — Bx + 16 +y =10y +25=6x+6y—36=0
=x+y—6=0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:
B Insertamos los puntos A y B.

I Trazamos el segmento AB.

¥ Hallamos su punto medio y trazamos la mediatriz que pasa por ese punto.

B La ecuacién se encontrard en la Vista Algebraica.

8 Otra forma de hacerlo serfa utilizando directamente la instruccién Mediatriz.

Calcula, mediante la definicién de lugar geométrico, la ecuacién de la bisectriz de las rectas
rdx—y+1=0
si—x+4y—4=0
Comprueba con el programa GeoGebra la solucién.
Sea Plx, y) perteneciente al lugar geométrico, se verifica que d(P, r) = d(P, s). Entonces:
|4 —y+1] _ |—x+4y—4| X—y+1=0

Vier1  Vitis x+y=1=0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:

=4x—y+1 =1{—x+4y—4}=>l

I Trazamos las rectasrys.
# Hallamos las bisectrices mediante la herramienta Bisectriz.
i En la Vista Algebraica, salen las ecuaciones pedidas.

Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto P(1, —1) tres unidades.

Verifica con el programa GeoGebra la solucidn.

Si Qlx, ¥} pertenece al lugar geométrico, entonces, se verifica que d(P, Q) = 3.
dP,Q=3=Vx—1P++1P=3=x— 12+ +1P=9=x>+y - 2+2y -7 =0

Para hallar la solucion en GeoGebra se tendria que construir una circunferencia mediante la herramienta Circunferencia (centro,
radio).

Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano si la suma de las distancias de los puntos P(1, 5) y Q(3, 5) es de
V5 unidades.

Construye mediante GeoGebra el lugar geométrico pedido.

Se toma un punto A(x, y) perteneciente al lugar geométrico, entonces, d(P. A) + d(Q, A) = V5. Es decir:

Vix—1P+ (=57 + Vix—37+(y— 57 = V5= (4x— 13 =20 [(x— 3 + (y— 5] = 4x* + 20y" — 16x — 200y + 511 =0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:

B Situamos los puntos Py Q.
& Con la herramienta Circunferencia(centro, radio) trazamos dos circunferencias de radio 1y V5 — 1 desde P y O respectivamente,

B El punto de interseccién de ambas circunferencias es un punto perteneciente a la elipse. Con la herramienta Elipse, hallamos la
conica.

I La ecuacion se encontrara en la Vista Algebraica.

Clasifica las siguientes cénicas y sefiala sus elementos caracteristicos.
al F+y =5

b) X +2y =4

¢ ¥-37=9

d) y'—3x=5

a) La conica es una circunferencia de centro C(0, 0) y radio V.

A
2

b) Esta conicaes una elipse: X’ + 2y° =4 = — 1=+ =1

: 7 W)
8 Sus focos son F1(—\5, 0) y Fz(\ﬁ, 0).

§ Sus vértices son A,(~2, 0), A,(2, 0), B,(0, —V/2) y B,(0, V2).

2
B Su excentricidad es; e = e

7. Lugores geomelricos Y conicas @



6.

10.

A
La céni na hipérbola:x® =3y =9 = ———=1=—5— =1
¢) La cénica es una hipérbola Y =S -FTeg AT
B Los focos son F,(—2V/3,0)y F2(2\/?:, 0) y los vértices son A{—3, 0) y A(3, O).
\3
B Suexcentricidad es:e = '273
N 5 3 5
d) La conica es una parabola: y* —3x=5 = y* = B(x-i--:;) =y - 25(:(3)

I El foco es F(%, 0)4

I El vértice es V(%; 0),

Calcula la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 6), B(4, 10) y C(8, 6). Halla el centro y el radio de dicha cir-
cunferencia.

Para que los tres puntos pertenezcan a la circunferencia deben de satisfacer la ecuacion: x* +y* + mx+my +p=0

Por lo que imponiendo las condiciones del enunciado se llega a que la ecuacion es x* + ¥ — 8x — 12y + 36 = 0 cuyo centro y radio
son C(4,6) y 4.

Calcula la recta tangente a la circunferencia de ecuacién x* + y* —8x — By + 28 = 0 por los puntos:

a) P(0,4)

b) Q(4,0)

+y —8x—8y+28=
a) Elsistemalxl y? grtapy)

o debe de tener una tnica solucién y por ello el discriminante de (1 + m*)x* —8x +12=0
y =

V3

tiene que ser cero. Los valores necesarios son m = :T.

Por tanto las rectas tangentes seran:
3 3
=—x—4yy=——x—4
Y 3 Yy 3
X +y —8x—8y+28=0

debe de tener una tinica solucién y por tanta:
y=mix—4)

b) El sistema

(1 + m*e = 8(m*+ m + 1)x + 16m" + 32m + 28 = 0 tiene que tener el discriminante nulo.
Los valores necesarios son m = +\/3. Por tanto las rectas tangentes seran:
y=V3x—4yy=-Vix-4
Halla la ecuacién de la elipse centrada en el punto A(—1, 3) con semieje mayor 10 uy excentricidad 0,6.
El centro es A(—1, 3), el semieje mayor esa = 10y b =a* — ¢ = 100 — (0,6 - 10)”.
Asi pues la ecuacién quedaria:
+ 11 _ay
(x+1) i y—3) =1
100 64
Determina la ecuacién de la hipérbola horizontal centrada en el origen con distancia focal 12 u y distancia entre los vértices de
10 u. Calcula ademas la excentricidad y sus asintotas.
La distancia focal es 2c entonces, ¢ = 6. La distancia entre los vértices es 2a por lo que a = 5. Usando la relacion entre los semiejes
y semidistancia focal, se tiene que b* = 11.

x
Entonces la ecuacién quedaria como: CT {z—l =1
- 2 V11
Su excentricidad es e = 1,2 y sus asintotas serdn: y = 5 xe y=-——%

Calcula la ecuacién de la parabola cuyo foco es F(0, 2) y su directriz es la recta con ecuacion y = —4.

Usando la definicién de lugar geométrico se tendria la ecuacién: V' + (y — 2)* = ly + 4|

i,
Simplificando se llegaa: y = ﬁxz -1



Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Funciones simétricas (pagina 216)

En este archivo de GeoGebra puede verse representada una fun-
cién simétrica. El deslizador de color rojo muestra puntos simétri-
cos de la funcién dibujada. Con el de color verde se puede modi-
ficar el exponente del numerador y ver otras funciones simétricas
pares e impares,

Desplazamiento vertical de una funcién (pagina 224)

En el archivo de GeoGebra aparecen representadas una funcién y
la que resulta de trasladarla verticalmente., En el deslizador de co-
lor rojo se puede elegir el valor que determina el desplazamiento
para observar la diferencia entre valores positivos y negativos.

Desplazamiento horizontal de una funcién (pigina 224)

En el archivo de GeoGebra aparecen representadas una funcién y
la que resulta de trasladarla horizontalmente, En el deslizador de
color rojo se puede elegir el valor que determina el desplaza-
miento para observar la diferencia entre valores positivos y nega-
tivos.

Valor absoluto de una funcion (pagina 228)

En este archivo de GeoGebra puede verse la representacion de
una funcién y al mover el deslizador aparece su valor absoluto.

Actividades (paginas 204/225)

il Expresa mediante una funcién:

a) El precio, en funcion del peso, de una cierta cantidad de
café que vale 2 €/kg.

b) El coste de una llamada telefénica, si el establecimiento
de llamada es de 0,10 € y la tarifa por minuto, de 0,20 €,

¢) La relacién entre la altura y la base de un tridangulo cual-
quiera de 6 cm’ de rea, si la base es la variable depen-
diente.

a) P(x) = 2x, donde x es el peso del café, en kilogramos.

&) C(t) = 0,10 + 0,20¢t, donde t es la duracion de la llamada,
en minutos.

12
¢) blh) = 'y donde h es la altura del triangulo, en centimetros.

B En la siguiente tabla se muestran algunos pares ordenados
de una aplicacién, f(n), de ™ en [,

a) Halla su expresion analitica.
b) Calcula f(8).

a) fin)=2n—-1 b) f(8) =15

'SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Un coche ha estado circulando a 70 km/h hasta el kiléme-
tro 40 de una carretera comarcal. En ese mismo instante, y
en el kilémetro 0 de dicha carretera, otro coche circula a
90 km/h. Si ambos vehiculos mantienen su velocidad cons-
tante, expresa como varia la distancia que los separa en
funcion del tiempo. Cuando el segundo coche vaya 40 km
por delante del primero, jqué tiempo habra transcurrido?

d=|20t—40[; 4 h

A partir de las graficas, halla los valores de las imagenes y
antiimagenes.
ﬂ} ﬂ.zlr ﬂEL ﬂ?]l ﬂ_SJ‘z)r f[-gf?.:l- f-‘[olr f'1t2}, f"‘l':_zl

L

b’ g(_‘“r 9[—”2]r 9{0]- 9_'(2}, 9_‘['—3). 9'1[0}
| (Ya
'gix]

[~
=y

:j ht-sl! h[-3:‘, h{_z}l hto}r h(s}l h(s:‘: h-ll"_glo

h™(=1), h™'(2)
v
| 4 o—o
hix)
34 o—a
| o—s

-
(23]
|
L%
11
s
19 o R 31 (Y !
w
1 |
i I |
Wk =
+— )
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b
i
B
w -
o4
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=y

a) f(2) = 2,f{6) = 0, f[7) = —1, !(—%) = _2.;(_; =,
f0) ={-6,—-3,0,6},F'(2) = {_?} U E 4l

e d 9 3
f(-2) { 5 2.8}

1
b) g(—4) =2, 39(‘3). g(0) =2,g7'(2) ={-4,0,4},

2

€ h(=5) = =3, h(=3) = =2, h(-2) = 0, h(0) = 2, 2 h(3),
h(5) = 2,h7'(=3) = (—es, —4], 37 '(-1),h'(2) = {0} U (4, 5]

A97'(-3),g '(0) = {—5. —i, 1, 3}

8. Funciones



Halla el dominio de las siguientes funciones.

ey =:ﬁ
a) flx)=2x"—x . g) fix) P
21 six<0
Xx+2 X
b) ) =—5— h) fx)=9 3 it
XxX=5
e—1 y o
L = el R Y
d) fix) =Vx*—1 il f[x]:-‘f[
e
e) fp)=V—-2x*— x+1 J:jﬂﬂ:xf—:f
P L D fg=txt1l
T2 = x-Ix+2
a) R — {0} g) R — {0}
bR h} R —{0,5)
¢) R - {025 i R-1[01]
dR-(-1,1) j) R={0
k) [=2, +eo)

e) [—1,—;-]
f) [%, 2) U (2, +eo)

1
) R- {-3-,2}

Calcula la expresion analitica de la funcién representada en
la figura, e indica su dominio,

o
o
1]
w
]
H
1l
w
il
L8]
]
s
5]
o
w4
=
=V

2x/3 si—6=x< -3
Rx)={—2 si—1<x<1
5—x six=1
Dom f=[—6, —3) U (—1, +s2)

Calcula el recorrido de las siguientes funciones.
a) fix)=x*—1 o) fix)=—x*+2x—1
b) flx)=x"—x d) fix)=7

a) [—1, +e) b} [=1/4, +oo) ) (—oc, 0] d){7}

Fijate en las representaciones graficas de las siguientes
funciones.

a) Determina los intervalos de signo constante.

b) Estudia su monotonia y su curvatura, si es posible.

¢) ;Qué funciones estan acotadas?
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a) Figura 8.30.a: En x € [—4, +e2), flx) > Oy en x € (—es, 4),
fix) < 0.

Figura 8.30.b: En x € (—es, 0), fix) < 0y en x € (0, +es),
fix) = 0.

Figura B.30.c:Enx € (—es, —3) U (—? —%) U (0, +e2),
3

Figura 8.30.d: Enx € (=6, =5) U (—3,3) U (5,6), fix) >0y
enx€E (—5—3) U (3,5),filx) <0.

b} Figura 8.30.a: flx) es estrictamente creciente en [1, +=2),

Figura 8.30.b: fx) es estrictamente creciente en su domi-
nio. Es convexa en (—ee, 0) y concava en (0, +oo).

fix) >0yenxe [—3, ~—7—) u (—%,O:[,f{x} <0.

3
Figura 8.30.c: fix) es estrictamente creciente en (—3. _E)

3
y estrictamente decreciente en (--2-. 0). Es convexa en
(=3,0).

Figura 8.30.d: flx) es estrictamente decreciente en
(—6, —4) U (0, 4) y estrictamente creciente en (—4,0) U (4, 6).

5 5
Es concavaen| —5, 3 u bY 5) y convexa en

5
(—6, -5 U (—? E)

¢) Figura 8.30.a: No esta acotada superiormente, pero sf infe-
riormente por —1. Figura 8.30.b: No esta acotada.

Figura 8.30.c: Estd acotada superiormente por 1 e inferior-
mente por —5. Figura 8.30.d: Esta acotada superiormente
por 3 e inferiormente par —1.



De las funciones representadas en las figuras, determina:
a) Cual estd acotada. b) Si son pares o impares.
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a) La figura 8.31.a estd acotada, —3=f(x)=3. La figura
8.31.b no esta acotada.

b) Lafigura 8.31.a es par y la figura 8.31.b es impar.

Determina el periodo de la funcion representada en la figu-
raB8.31.a.

T=6
Determina los intervalos de signo constante de la funcién
fx) = x+1 .
—x+2
Cuadro de signos:
=1 2
x+1 = oy
—x+2 + + -
i) — i =

flX) <0V xE (—o, —1)
fl) <OV xE (2, +e)

flx)>0¥xE(-1,2)

Determina el tipo de simetria de la funcién fix) = x — (4/x).
fl=x) = —x — B/(—x))= —x + (4/x) = —x — (4/x)) = —fix)
Por tanto, la function f{x) es impar.

2 =
A partir de las funciones flx) =x+ Ty glx) = % _xﬁ realiza

las siguientes operaciones e indica sus respectivos do-
minios:
a) (f+ g)(x)

b) (f-g)(x) <) (flg)lx)

Ix+ 2
a) (F+ g)ix) = "3 Dom (f+g) =R - 2}

=]

b) (f-g)lx) = 3
¢) (flg)x) = —3x — 3,Dom (fig) = R — {2}

,Dom (f-g) = R — {2}

Sif(x)=Vx+1yglx) = x+ 1, averigua {g/f)(x) y su dominio.
(%)(x) =Vx+1
Dom (%) = (=1, +=)

Dadas las funciones f{x) =x*— 1y g(x) = V2x— 1, calcula las
composiciones f° gy g ° f, y el dominio de cada una.

2

S P -

2

(fog)(x) = 2x — 2, Dom (fe g) = [l‘ +M)

Indica qué tipo de funciones representan las gréficas de las
figuras 8.36: inyectivas, suprayectivas o biyectivas.

vh v i

7X]&]

/ T\ \/ X 0 X
Ficurn 8.36.a. | - Y4 Figuan 8.36.b,
- =
= X
/ Frcisma 8.36.c.

La funcion representada en la figura 8.36.a no es inyectiva,
pero si suprayectiva, por tanto, no es biyectiva.

La funcion de la figura 8.36.b es inyectiva y suprayectiva y, en
consecuencia, biyectiva.

La funcién de la figura 8.36.c es inyectiva, pero no suprayecti-
va, por tanto, no es biyectiva.

Indica cuales de estas funciones son inyectivas.
a) f(x)= L 2
X
b) fix)=x*—2x+3
o Hirja 3—4x
d) fix)=x>=-2
2
=7
e) flx) = &
f) fix)=Vx=-1

Son inyectivas las funciones correspondientes a los siguien-
tes apartados: a), ), d), f).
1 1
) ——2=—=2=2a="b
a b
3—4a _3-4b
2 2
dad-2=b-2=a=b

fl] Va—1=\Vb—1=a=0b

c) =a=b

8. Funciones @



[ Calcula la funcién inversa, f' (x), de las siguientes fun-

ciones.
1—3x

a) flx)=

3
b) fx) = 5
1=Xx

c) flx)=
d) f(x)= ':fx -2

3-x

4 + 5x
1—6x
3

2x—3
2x
7

e) flx)=

al ') =

b) fx) =

i =
:)F[xl—1+x
d) e =x+2

T
e =5
A partir de la gréfica de fix), identifica las funciones repre-

sentadas.

N

L1 L0 MY

qlx) = f{x) — 4; h(x) = —flx); ilx) = fix — 5)

Ejercicios y problemas (paginas 230/234)

Funciones. Modelizacion

B Averigua la funcién que permite obtener el volumen de un

cubo en funcién de su diagonal, d.

Siendo x la arista del cubo, su volumen es V= x>,

Como la diagonal de un cubo, d, es, en funcidn de la arista,
d=xV3, se obtiene que el volumen de un cubo, en funcién

d? V3

33 9

En un tridngulo isésceles se
inscribe un rectangulo como se
muestra en la figura 8.49. Halla
la funcién que proporciona la
superficie del rectangulo en
funcidn de su base, b. ;Cual es
el dominio de esta funcion? ;Y
su recorrido?

de su diagonal: V=

De la semejanza de tridngulos se puede obtener la siguiente

proporcién; % = Lbh , dedonde h=6— %?—

3b
A{b}—br(ﬁ— T)—-

Funcién polindmica de grado 2. Para b= 4, 5(b) = 12, que corres-
ponde a la superficie maxima que puede tener el rectangulo.
Por lo tanto, Dom A = (0, 8), RecA= (0, 12].

= 2
3b + 6b

(ED Analisis

Queremos alquilar un apartamento en verano. Una agen-
cia, A, pide 200 € de entrada por costes diversos y 40 €
diarios. Otra agencia, B, pide 100 € de entrada y 50 € dia-
rios. Dibuja en un mismo sistema de referencia las graficas
que representan el precio del apartamento en funcién de
los dias, y determina a partir de cudntos dias de alquiler re-
sulta mas econdmica la oferta de la agencia A.

A partir de los 10 dias.

precio(€) | |

___n=de dias de alquiler

De entre las siguientes relaciones entre variables que sean
funciones indica el deminio y recorrido.

a) A todo namero real, x, se le asigna su inverso.

b) A cada niimero real, x, se le asigna un numero entero, z,
talque 0=x—z<1.

c) A cada numero real, x, se le asigna otro nimero real, y,
de tal manera que se cumpla x* +y*=4.

d)

e B 3 T s 3 3
Sak: b KEe ) o
f) Y A
5] )
24
q)

a) Es una funcién. Su dominio y recorrido es B — {0}.

b) Es una funcién que se denomina parte entera de x, £(x). Su
dominio son todos los reales, y su recorrido los enteros.

¢) No corresponde a una funcion.

d) La tabla corresponde a una funcién constante. Como no
se dan mas indicaciones, hemos de suponer que es una
funcién de dominio discreto.

fix)=5Domf={z€Z | —2=2z= 3}, Recf={5}

e) La tabla no corresponde a una funcion: para un mismo va-
lor de x existen varias imdgenes posibles.

f) La grafica no corresponde a una funcién; para un mismo va-
lor de x existen varias imagenes posibles.

g) La gréfica corresponde a una funcién. Su dominio es
(— s, +es}, Su recorrido es (—ss, +ss).



B Un fabricante de latas de refresco necesita producir latas B En un circulo de 5 cm de radio se inscribe un tridgngulo isos-
cilindricas de 33 cm® de volumen. Expresa: celes. Halla su drea en funcion de su base, b.

a) La relacién entre la altura de la lata y el radio de su base.
b) El drea total de la lata en funcién del radio de la base.

a) V=mr’h, por tanto, la relacién entre la altura y el radio es:
33

h=

ar? / ‘
b) A= 2wr*+ 2nrh
Nob

Asi, el drea de la lata es:

33 66
A=2wrt+ 2nr- = 2nr’ + o El drea de un triangulo es:
[ Averigua la funcién que relaciona el drea de un rectangulo seglin muestra la figura, la altura del tridngulo, h, se puede
con uno de sus lados, sabiendo que su perimetro mide descomponer como h =r + g, siendo a:
12 cm, ;Qué tipo de funcién es? Represéntala. Halla su b\
dominio y su recorrido. ;Para qué valores es creciente? a=+/ _(_f)
Suponemos un rectangulo de ladoes a y b, porlo tanto: Puesto que el radio vale 5 cm, tenemos que:
a+b=6
ComoA=a- b e b’
b'|r+1,‘ r’——(-é) ] b-(S e S
Alb)=(6—1b) b=—b*+6b Alb) = 2) | _ 4
Es una funcién cuadrética. 2 2
rj.g i ]. = 'f‘;_'"*' g El dominio de A es (0, 10].
) P 2
ST1ZA TN El Halla la expresién que pasa grados centigrados:
I/ \ a) A grados Kelvin, sabiendo que 0K corresponden a
__T_ 1 ! —273°C,y 373 K,a 100°C.
N T 111 b) A grados Fahrenheit, sabiendo que 32 °F corresponden a
J f! L] —\r* b 0°C, y 212°F, a 100°C.
| i { n a) Si x corresponde a los grados centigrados que se desean
B I 5 b cn:-]'_ transformar y K a sus equivalentes en grados kelvin, tene-
Bl U L : mos que:
. e K=x+273
u dompr_uces ©.6). b) Si x corresponde a los grados centigrados que se desean
Su recorrido es (0, 9], transformar y F a sus equivalentes en Farenheit, tenemos
Es una funcién creciente ¥ b€ (0, 3). que:
Un centro de estudios alquila un autocar de 60 plazas para F=32+ L 32+ Lo
realizar una excursion. El alquiler es de 900 €. Por cada 100 5

alumno que asista, la asociacion de padres de la escuela
subvenciona la salida con 2,50 €. El nimero minimo de
asistentes a |a salida es de 25 alumnos. ;Qué funcidn rela-
ciona el precio de la excursién por alumno con el nimero
de alumnos que asistan? Realiza una grafica que muestre
esa relacion y determina el dominio de dicha funcion.

il La cantidad de calor que hay que suministrar a un gramo
de una sustancia para que esta aumente 1°C se llama calor
especifico. Sabiendo que cuando se suministran 3 calorias
a un gramo de cinc a 20°C, la temperatura sube a 52,43 °C,
averigua su calor especifico y escribe una funcién que pro-
porcione el incremento de temperatura de una masa cual-

La funcién que proporciona el coste por alumno, siendo quiera de cinc en funcién del aporte de calor.

25=x=60 su dominio, es: Dado que se trata de un gramo de sustancia, dividiendo el

900 calor entre el incremento de temperatura se obtiene el calor
Cho =\——)—25 especifico del cinc:
. 2 3 cal
Y gpa oy T ———-—=0,0925 cal/*C
o} 26 | L 32,43°C
361 Mediante la definicién de calor especifico, c,, se puede dedu-
i; | cirque ¢, = calor/(masa - incremento de temperatura).
bt E Llamando Q al calor suministrado, y despejando de la férmu-
204 I la anterior el incremento de temperatura, At, que se produce
15 ! para un gramo de cinc es:
12+ i Q
| | t= =10,
st , | ST
4 | l : j
I I T T A A T Para una masa de cinc cualquiera, m:
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 10,81 0
i numero de alumnos L

m

8. Funciones m



En la siguiente tabla se detalla el ahorro que se produce en

el intercambio de bombillas, en funcién de la diferencia de
potencia que consumen:

A ey

BW—-5W 4

HW—=TW 6,6
60W — 1TW 9.8
75W—15W 12
100W —20W 16
120W—=23W 194

{Qué tipo de funcién relaciona el ahorro, 4, con la diferen-
cia de potencia consumida, D?
La relacién es directamente proporcional. Es una funcién li-
neal. Se observa que:
4 66 98
20 33 49

El ahorro que se estima por vatio de potencia consumida es de
0,20 €, por tanto, por un kilovatio serd de 200 €.

=02

La longitud de una varilla de metal varia en funcién de la
temperatura a la que se somete. La tabla muestra la rela-
cion entre la temperatura y la longitud de dicha varilla, que
inicialmente esta a 20°C y mide 35 m de longitud:

20 40 60
3500 3501,176  3502,352

Sabiendo que la relacién entre la longitud de la varilla y el
incremento de temperatura es afin, halla la expresion anali-
tica L(t). ;Cuanto medird la varilla a 80°C?
La relacion es lineal:

ity=at+b
Sustituyendo los datos que proporciona la tabla, se puede
obtener y comprobar que:
I(t)=0,0588 t + 3 498,824 I(BO) = 3 503,528 cm
La varilla a 80 °C medira 3 503,528 cm.

La facturacién que hace una compania eléctrica cada dos
meses a uno de sus usuarios engloba tres conceptos:

§ Facturacion de la potencia: por cada kW contratado y por
cada mes, la tarifa es de 2,82 €.
Consumo: por cada kWh consumido, la tarifa es de 0,16 €.
Concepto fijo: 1,13 € por mes en concepto de equipo de
medida.

Finalmente, al importe se le aplica un 21% de IVA.

Si llamamos P a la potencia contratada y C al consumo en

kWh de dos meses, halla la funcién que proporciona el

importe de la factura bimestral.

a) ;Cuéntas variables engloba?

b) Calcula el total de una factura para una potencia contra-
tada de 4,4 kW y un consumo bimestral de 271 kWh.

a) Como son dos meses el concepto fijo serd 2-1,13 y la fac-
turacion de la potencia 2- 2,82 - P. Hay que aplicar el IVA
para saber cuanto se paga realmente:
I=(2-282-P+0,16:-C+2-1,13)-1,21
Esta funcion engloba dos variables, Py C.

b) El usuario que tiene contratada una potencia de 4,4 kW y
un consumo bimestral de 271 kWh, debe pagar a la com-
pania eléctrica:
I=(2-282-44+0,16-271+2-1,13)-1,21=8523 €

(Eh Analisis

] Una empresa realiza un estudio comparativo sobre el coste

que suponen dos piezas distintas. Estima que el coste en
euros de la pieza tipo A, en funcién del niimero de miles de
piezas, x, si el pedido no sobrepasa las 2 000 piezas, viene
dado por la expresién:

Culx) = —2x" + 5x
Y el coste de la pieza tipo B en las mismas condiciones es:
Col) = 2x* = 3x+2
a) ;Para qué numero de piezas es menor el coste de la pro-
duccion de la pieza tipo A?

b) Para un pedido de 2000 piezas, ;qué tipo de pieza
produce menor coste a la empresa?

¢} ;Cuantas piezas del tipo B producen menor coste?

y 4

Debemos calcular los puntos de interseccién de las dos grafi-
cas, es decir, el nimero de piezas de un tipo u otro que pro-
ducen a la empresa el mismo coste:

Calx) =Cylx) si =27 +5x=2x* —3x +2

= A’ —8x+2=0=2"—4x+1=0

Resolviendo obtenemos:
x=0,293yx=1707

Como x viene dado en miles de piezas, la solucién serd 293
piezas y 1 707 piezas.

a) La pieza tipo A tiene menor coste para un pedido menor
de 293 unidades o para un pedido de entre 1707 y 2000
unidades (el enunciado especifica que el pedido no sobre-
pase las 2000 piezas).

b) Para un pedido de 2000 piezas es menor el coste de la pie-
za tipo A, ya que si observamos en la grafica el valor de
x = 2 para las dos funciones, es menor en la funcién tipo A.

¢) El minimo de la funcién Gy(x) se produce en el vertice de la
funcién:
--§r=i=0750:-x=750 iezas
2a 4 P

Un granjero va cerrar un terreno rectangular de 80 m” con
una valla. Uno de los lados linda con la carretera, por lo que
la valla de este lado es mas resistente y cuesta 15 €/m, y el
resto de valla estd a 10 €/m.

Expresa, en funcién del lado que linda con la carretera, x, el
precio total de la valla.

. 80
En primer lugar, xy = B0, por lo que y = =

Los dos lados y, y un lado x cuestan 10 €/m y el otro lado x,
15 €/m.

Por tanto:
C[x}z(x+ 2-%‘—0)-10+15x=25x+ L




En el aparcamiento de unos grandes almacenes se debe
abonar 1,50 € por cada hora o fraccién de hora, hasta un
méximo de 12 €, siendo las dos primeras horas gratuitas.
Representa graficamente la funcién que expresa el importe
del aparcamiento en funcion del tiempo transcurrido.

Se trata de una funcién escalonada en la que durante las dos
primeras horas hay un valor constante, luego para cada inter-
valo entre una hora y otra toma otro valor constante, hasta
las 9 horas y a partir de ahi es constante de valor 12 €.

' 4 importe del aparcamiento (€)

P
L

i —
1 2 3 45 6 7 8 91017121314

horas transcurridas

El servicio de correos de un cierto pais tiene las siguientes
tarifas para el envio de cartas:

Hasta 20 g de peso, se paga 0,35 €. Por cada 10 g o fraccién
de 10 g de exceso de peso, se anaden 0,07 € mas.

a) Expresa la relacion entre el precio del envio, y, y el peso
de la carta, x, hasta 50 g.

b) Representa graficamente la funcion,

a) Se trata de una funcion definida a trozos:
0,35 si0<x=20
042 si20<x=30

b 049 si30<x=40
0,56 sid0<x=50
b) ok ll tarifa (€) f el
05+ —_—
045+
04 C—
0,35 S
03+
0,25
0.2+
0,15+
0,14
0,051+ i
10 20 30 40 50 60 70
peso del paguete (g)

En un concurso, los participantes deben contestar
100 preguntas. En las 25 primeras, se ganan 200 € por
cada una que se acierte, A partir de aqui, el premio es, en
miles de euros, la raiz cuadrada del nimero de preguntas
acertadas.

a) Expresa, mediante una funcién, la relacién entre res-
puestas correctas y cantidad ganada, y represéntala.

b) ;Cual es su dominio? ;Y su recorrido?

¢) ;Cudntas respuestas ha debido acertar un participante
que ha ganado 6082,76 €7

a) 200x

10° Vx

sil=x=125
si25<<x=100

cantidad ganada (€)
11000+ i i

10000
9000
8000
7000
6000
5000

y=1000vx

3000
20004
1000+

¥=200x

| r.

P

| | ;
25 50 75 - 100
numero de respuestas correctas

b) Su dominio es el conjunto de enteros no negativos, n, tal
que 0=n=100.
Su recorrido estd formado por los nimeros n enteros no
negativos, 200n, si 0=<n =25 y el conjunto de ndmeros
1000V nsi25=n=100.

¢) Si ha ganado 6082,76 € ha acertado 37 respuestas.

Una lancha circula, cuando se ha alejado 60 kilémetros del
muelle, a una media de 60 km/h. En ese mismo instante,
desde el muelle sale otra lancha a una velocidad media de
75 km/h, Ambas mantienen la velocidad media constante.
Expresa cdmo varia la distancia que las separa en funcién
del tiempo. Cuando la segunda lancha haya adelantado en
45 km a la primera, ;jqué tiempo habra transcurrido?

La distancia serd: d(t) = |15t — 60|
Transcurren 7 horas para que la segunda lancha adelante en
45 km a la primera.

El beneficio mensual de un artesano expresado en euros,
cuando fabrica y vende x objetos, se ajusta a la funcién
B(x) = —0,5x* + 50x — 800, donde 20 = x = 60.

a) Determina el beneficio que obtiene cuando fabrica y
vende 20 objetos y 60 objetos, respectivamente.

b) ;Cuantos objetos debe fabricar y vender para obtener el
maximo beneficio?, ja cuanto asciende?

a) B(20) = 0 €; B(60) = 400 €

b) La funcion beneficio tiene su valor maximo en x = _E =

50
= ——— = 50, es decir, cuando fabrica y vende 50 objetos

su beneficio es maximo y es de B(50) = 450 €.

Si el precio de la entrada al cine es de 6 €, van 320 perso-
nas. Se sabe que si aumenta el precio en 0,25 €, hay 10 es-
pectadores menos. Halla:

a) La funcion que determina el nimero de espectadores
en funcion del precio de la entrada.

b) La funcién que determina los ingresos del cine en fun-
cion del precio de la entrada.

¢) El precio de la entrada para obtener el maximo ingreso.
a) La funcién es una recta que pasa por el punto (6, 320) y

10
tiene pendiente o025 - —40, por tanto, siendo e el nu-

mero de espectadores y x el precio de la entrada:
el(x) = 320 — 40(x — 6) = 560 — 40x
b) Multiplicando espectadores por precio: l(x) = 560x — 40x*

c) I(x) es una funcién polinémica de segundo grado, con un
maximo enx = —% = 7 €, es decir, los ingresos son ma-

ximos cuando el precio de la entrada es de 7 €.

8. Funciones @



[# El beneficio (en miles de euros) de una empresa por la ven-
ta de x unidades de un producto, lo da por la funcién:
B(x)= —x* + 300x — 16 100, 50 = x = 250.

a) ;Cuéntas unidades habra vendido si el beneficio que ha
obtenido es de 3 900 miles de euros?

b) ;Cuéntas unidades debe vender para obtener el maxi-
mo beneficio? ;A cudnto asciende este beneficio?

¢} ;Cuédntas unidades debe vender para no tener pérdidas?

a) 3900 = — x* + 300x — 16100 = x* — 300x + 20000 = 0
= x = 100 o0 x = 200, puede haber vendido 100 o 200 uni-
dades del producto.

b) Valor maximo en x = '-9:02 = 150 unidades del producto.
B(150) = 6 400 miles de euros es el beneficio maximo.

¢) Blx) =0= —x* +300x — 16100=0
—* + 300x — 16100 = —(x — 70) (x — 230)
Realizamos un cuadro de signos:

50 70 230 250
1=70 =
¥=230 - - 4
—x=T0) =200 — | + | -—

La empresa no tendra pérdidas si 70 = x = 230.

Dominio y recorrido
Halla el dominio de estas funciones.

a) fi =Vx+3 i) o=
b) fix) =3 —x ko g =3
o f=3x+Va-2 I f{xJ=:—i:—:;
d) f{x)=2:—,i_;'—-—):__11~ m) fix) = l;;
e ﬂx}=3x;:_: n) fix) = VE
f) fix) = 3;: ’] fi) f) = :;_T‘B

2+ 7 (’|x|
g) flx)= o) fx)=_/—
V33x+6 x

_ Ix+5 _ /M
ﬁ)ﬂXlﬁ(xz_”; P.if{x}—‘,’f

x+3
six<3
o 3—-x
i) fx)= e q) flx) ={ -7 six=4
>
+—10 six>5

a) Domf=[—3, +=)

b) Dom f= (—=e, 3]

¢} Dom f= [0, +oo)

d) Domf=R

e) Dom f= [0, +ce)

f) Dom f=[0,1) U (1, +eo)
g) Domf=R —{-2}

ED andisis

h} Domf=R - {-1,1}
i) Domf=R
j) Domf=R —[-1,1]

k) Domf=R — [%}

1
1) Domf=R - IOS}
m) Dom f= (-2, +1]
n) Dom f={—oco, =3) U (—3, ~1] U1, +2e)
fi) Dom f= (-3, +o)
o) Dom f= (0, +se)
p) Dom f=R — {0}
q) Dom f = (—es, 3) U {4} U [5, 10) U (10, +==)

Averigua el recorrido de estas funciones.
a) [ J{ 1: 7y |
T
| | L [
ER T
B N " S = I O X
F_ it 11] 1
[\I | | |
[ % T
b) L T T 111 v V%
| | | | /:{'
| 'f _I-_ T
- + = !
) [ [ o]l 1 | | X
[ L | | | ]
7 o | |
| A LI
{ | 1
d. [ ] v | __l_,.l
L L]
- | 3 1]
L t
AL L LT L
- //0' | x|
Z ! ERENE
liVsElENRNENE

a) Recf=R — {1}
b) Rec f= (—es, =21 U [2, +e=)
¢} Recf=(—es, —=2) U [-1,53) U {4}
Averigua el recorrido de estas funciones.
a) fix)=2x*—3x+1

—-x? 3x
b) fix)= =T + 5 +2

2x+1

c) fix)=
d) fi)=x*—ax
e) fix)=E(x)+4

X six=4

f ﬂn:{—x six>4

a) Recf=[ 81,+=ﬂ) d) Rec f=[—4, +)

b) Hecf=(—.2?5] e) Recf=2
c) Recf=R — {2} f) Recf= (—eo, 4]



sSon lgualesfid = x + 2y gik) = ::_— : 7 1Por qué? A partir de la funcion representada en la figura 8.56, halla:
: » =
No son iguales porque su dominio no es el mismo. o) 10), =2 A=4k £, £ -1 ‘(_5)
Domf=RyDamg=R — {2} b) Dom fy Recf

Representacién de funciones

Representa las siguientes funciones.
a) fix)=—x+5
b) g(x) = |—x + 5]
¢) fix)=2x+3 ———
d) glx) = |2x+ 3|

e) fx) = =2 + 5x + 3 /_\’ | ENES

f) glx) = |—2x" + 5x + 3|

A partir de f{x) representamos g(x) en cada caso. a) i0)=0,A(-2), —4)=—1,
a), b) Yi 1
Flim = {—? 2, S}Ff"f—1}=I—4. -2}u{-1}
h
i Fl—=|=—=
( 2) °
I I b) Domf= (—es,=2) U [—1, +oa),
|| g lR Rec f= (=0, =2] U (=1} U [0, +e)
B s ey 122 Representa las siguientes funciones e indica sus dominios
= HE S == y recorridos.
F— | =x+1 six<<—2
> ﬂ”w_{x’—li six=-2
0 e X
b x—10 six<-—1
] b) fix}=1 -1 si—1<x=3
o ) - ’Eb')':_'“'s 2] —x*—4x—6 six>3
- el L € fix)= |x? -2«
c). d) \ | Ya [ B a) y &
glx) = T2x H 3 B
ey 4 5_.
\ 11 |
—— l— d / 3_. 1
| i 5 } | 2 ! =8 5 |
=i O i .__l 4 / ' = T ' !
1T ViR —6-5-4 -3 3456 X
_ A
[ Q
-4-3-2-1, 4x
: 1
! 2
i) =2x+3 |/
, ] Dom f=R, Rec f=[—4, +=)
: e e el b) . | oo e ol _
e)f) | T T T 1 I - ' 46-5-4-3-2-15] 1 273 4 56 |
FYECEEE N M BRI = SRR
11 S o W | f T T e |
A s e J i
T VT
| 1T XTI 1
1= = -+ S
II I 5 T (] _J.. = 2 _: I
| | \ ! | | | |
- l__f.._;_.___..-._.-. ! il = o
I | | L i
EEEERCERRNREEE .
ppp g 'If " 3 i LA 0 e
| - Lis - LA 2 S S . N 1 H
i_;_____:__._j____:__i:i_. S S o i ‘ l
=+ 5xral T [ [ (3] [ | [ |
O
HEEEEE I NENLEEEn Dom f=R — {—1}, Rec f=(—ss,— 11) U {— 1}
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c) Y A

y=lx?— 2xi

w4
a\..
= ¥

| i - I 1
26543 2=10~1.73 3 8

Dom f=R, Rec f=[0, +o)

La funcién flx) = x — E(x) es la funcién que a cada nimero
real x, comprendido en un intervalo [z z + 1), le hace co-
rresponder x — z. Por ejemplo, f(3,25) = 3,25 — 3 = 0,25,
fi—3,25) = 0,75,f0,5) = 05— 0=0,5f—0,5) = -05+ 1=0,5.
Haz una tabla de valores y realiza su representacién gra-
fica.

T T
0 0 '
1 0
152 05
175 075
-05 05
=3 0
-15 05
-175 025

Caracteristicas de las funciones

2

Dada la funcién f(x) = xx , determina sus intervalos de

+1
signo constante.

Dom f=R—{— 1}y flx) = 0 en x = 0, por lo tanto, intervalos
de signo constante son:
(e, _”f [_ 1, 0} y {0, +m}
2= <0= VX € (~oo, ~ 1), i) < 0
-1 0,25

f(”:%)@:}‘b’xE(ﬂ.‘l‘MLﬂﬂ}U

x’—4

Dada la funcién flx)= , determina sus intervalos

de signo constante.

Domf=R—-{0}yfix)=0enx=—2yenx=2, porlo tanto,
los intervalos de signo constante son los siguientes:

(—ee,—2),(—2,0),(0,2) y (2, +e9)
ﬁ_3}=_i3co=nfxe (—ee, —2), i) <0
f(_1;=:—?>0=>‘v'xe (=2,0), fl) >0

ﬂ3}=%>n=>w5{2,+m3,ﬂxa>0

(D) Analisis

Estudia en las funciones que muestran las figuras, los inter-

valos de signo constante, la monotonia y la curvatura si es
posible. ;Estd acotada alguna de las funciones? ;Hay algu-
na que presente simetria? ;Y periodicidad?

v FiGuia 8.57.a.

Fiura 8.57.b.

i,--'_,.!r,, /___ fﬁ‘ | L1/
AT AT
!_—___:3_. _i5_, T4 _:I ?/-f\i_i_/’//ﬁ 7 .*.IB__J.).(.
T D O e 0 O D
v FiGura 8.57.c.

) J”\
N NN NN

Figura 8.57 .a.

I Intervalos de signo constante:
fix) =>0en(—2,5;2,5) U (55;9 U (9, 10]
fix) <0 en[-5; —2,5) U (2,5; 5,5)

t f(x) es estrictamente creciente en (—5, 0), en (4, 7) y en
(9, 10).
fix) es estrictamente decreciente en (0, 4) y en (7, 9).

¥ Funcién acotada, | fix)| =2, no es simétrica ni periddica.

Figura 8.57.b.

£ Intervalos de signo constante:
fix)=>0 en(—6,—2) U (—1,0) U (1,2) U (6, +e=s}
fix)<0 en(—es, —6) U (-2, —1) U (0, 1) U (2,6)

B fix) es estrictamente creciente en (—=s; —3,5), en (—1,5; 0),
en (0; 1,5), y en (3,5; +ee).
fix) es estrictamente decreciente en (—3,5; —1,5), v en
(1,5; 3,5).

B Es convexa en (—es, —3) U (0; 2,5) y cdncava en
(—3,0) U (2,5; +e).

B Es una funcién no acotada, si es simétrica respecto al ori-
gen de coordenadas, y por tanto, impar, y tampoco es pe-
riddica.

Figura 8.57.c.

B Intervalos de signo constante:

Dado que es una funcién periddica de periodo T= 3:
f)=>0en (0+3k 143K U (25+3k 3+3k),paratodo k € Z.
fx) <0 en (1+ 3k 2,5+ 3k, paratodo k € Z.

B fix) es estrictamente creciente en (2 + 3k, 3 + 3k, k€ Z.
fix) es estrictamente decreciente en (0,5 + 3k 1,5 + 3k, k€ Z.
fix) es constante en (0 + 3k; 0,5 + 3k} en (1,5 + 3k; 2 + 3k),
para todo k € Z.

8 Escéncavaen (3k —1,3k) paratodo k€ 7.

# Es una funcién no acotada.



Operaciones con funciones

Calcula, en cada caso, (f+ g)(x) y su dominio.

a) ﬂ:d—x’ +2x =x+3, g[x}:\fxz—.j
b) fix) =

;gtxl o=

a) (f+g] W) =x*+ 2 —x+3+Vx'— 4
Dom (f+g) = (—oe, =21 U [2, +o0)
3x? — 8x —1

b) F+o) =S —

Dom (f+g) =R - {“2',2}
Calcula [f+g]{x} y (F— g'}{x}. y sus respectivos dominios,
‘| e
siendo fix) =— y glx) = _E
—x24 2%+ 2
x*+ 2
—{—2,0}
X+ 2
¥+ 2x
Dom (f—gl=R — {—2,0}
Dadas las siguientes funciones definidas a trozos, calcula
{f + g)(x) y su dominio.

2
six=3 x+1
flx) =4x*=1 g=1 1
x*=1 six>3 x=1

i (frg W=
Dom (f + g) =
I (f-g) )=

six<0

six=0

La funcién suma queda determinada en tres intervalos, que
son:

(=20,0)10,3] y(3, +e)

r 1 .
prgry si X E(=oo,=1)U(=1,0)
F+g) = { :,+_31 sixe[0,1)U(1,3]
3I_ 1
_J_!'X—m_ sixe(sl_{_ﬁ)
x—1
Dom(f+g)=R—{-1,1}
Calcula, en cada caso, (f- g)(x) y su dominio.
Vx+1 x—x
a) fix) = 2 , glx) = g
b) fix)= x*—x—6, glx)= x_ﬁ
) (F-g) () = ——1 R, 1=
a . ¥ = - — —
¢ Z‘VJH-'I g

Dom (f-g) = (1,0) U (0, +o) Dom (f-g) =R — (3}

Halla (f + g)(x), (f — g)(x], (;f)(x], y sus respectivos domi-

nios, a partir de las funciunes‘
3x—5

ﬂ}“x 3;:"r = s

—3x—3 ~ 2+ 1
rerer U L
Dom (f+g)=R—{0,1,3} Dom (f—g)=R- (0,1, 3}
x*+2x—3
3x% — 5x

5
{t} g 3]

I (f+g =

1 (flg) k) =

Dom (f/g) =

Dadas las funciones f(x) =

A partir de las funciones f(x) =

La funcién hix) =

Dadas las funciones definidas a trozos:

f {—x;sixso ” —%six{{i
X) = : y gix) =
=0
\/;sux \rfx_’sixzﬂ
encuentra la expresion de (f- g)(x) y su dominio.
xsix<0
(F-g)x) = {0six=0
X six=0
Dom (f-g) =

[ A partir de los siguientes pares de funciones, halla

(feq)ix)y (g f{x), indicando su dominio.
3K gix) =
b) fx) =Vx"+1, gbrl=

c) f)=2x"+x-3, glx)=

a) f{x) =

x+1
a) b (feg) () =—
Dom (feg) =R — {0}
B (gef) ()=—
Dom (g=f)=R — {0}
bl (fog) )= f3)=110
Dom (feg) =
B (gef) ()=
Dom (g=fi=R
=3 —5x
c) (fog) x) = T
Domfeg=R—{-1}
1
ONW= 32
[—1 =7
4

—1+‘\="1_7}

Domge=f=R - y

»

V2x — 1, calcula

la funcion compuesta de f{x) y g(x) y su dominio.

2—-x
X+ YIW=

3— 3x
(g=filx) = e

Domigef} =(-1,1]

2x — Xyglx) = Vx—2,
halla (f= g)(x) y (g = f)(x) y sus respectivos dominios. ;Qué
se observa? ;Es siempre posible la composicién?

(feglix) =2Vx—2—x+2Dom(f=q)=[2, +e)

geflx) =V—x"+2x—2,Dom(gefl =@

(g ° Aix) no existe, puesto que el recorrido de f{x) = (—=o, 1]
no estd incluido en el dominio de g(x), que es [2, +=).

4x? se puede entender como la compo-
sicion de las funciones fix) = 2x y g(x) = x* de este modo:
(g = Alx) = glfix)) = gl2x) = 4x* = h(x).

Expresa las siguientes funciones como composicién de fun-
ciones, indicando estas tltimas:

a) h(x)=5Vx+5

b) hix)=5x*+ 2x*+6

a) fix) = 5x y g0x) = Vx+ 1= hix) = (Fog) ()

b) fix) = 5x* + 2x + 6 yglx) =x* = h(x) = (fog) ()

8. Funciones @



Funcién inversa b) v ;
;jExiste funcion inversa respecto de la composicion para las s |
siguientes funciones? Si es asi, halla su expresion. 4 i
1 i
=3x— fix) = 34 !
a) fix)=3x-2 e) fix) Fre NN ]
x=—3 1 i
b) f(x) = f) f) = —x—— "'\:
Ax % e A — >
—-6-5-4-3-2-10
) fix)=Vx+8 g) fx)=x>—3x+1 . tle 2.8 5 8 X
Lol i
4 |
d) fix)=x*+ 5x h) fix) =1 -t | —3] |
7 -
a) fix) es biyectiva, por tanto, tiene inversa: [ | Polel .
+ i
PR g 2
& Domf=R — {2}
b) flx) es inyectiva: f'(x} = o Recf=R — {2}
¢ Fl)=x"—8
1—2x
e) fix) es inyectiva: f'(x) =
4x
. —4
h) Fix)=—-+
X=1

Las funciones de los apartados d), f} y g) no son inyectivas y
por tanto no existe su funcion inversa.

Representa la funcion f{x) = —x — 1 y su inversa.

T TA
a2

|

|

|

|

S
:

|

Dom f=R — [0]
Recf=R — (0]
A partir de la grafica de la funcion f(x) de la figura, repre-
senta:
fl=x), —f(x), flx + 3), Fix) =3y 2 - fx)
HEENENENE:]
Transformaciones de funciones l_ i T_;__i; i i j;’
1 O [ | |
fd A partir de la funcién ﬂx}=}—, representa las siguientes fun- ! 0 1 A 0 J‘ T O i A
ciones e indica sus dominios y recorridos, E---------—'r ™1 : N i |
1 1 1 . 1 Iz i 0 f a : ;
a) flx)=—— b) ix)=2+—— c) flx)=— : i : : 2
x—2 x=2 3x ELESEE = \N_// : i 1
a) _ v A ! ' o ! I |
1
3t
gt
-
2

Domf=R — (2}
Recf=R — {0}

(B Andiisis



Ejercicios de aplicacion

Considera las siguientes funciones:

fix) =2x*—3x +1
gix)==(x+1)?
hx)=x*+x+1
ix)=—3x*—x+2

a) Represéntalas gréficamente, indicando sus ceros, sus vér-

tices y sus ejes de simetria.

b) Estudia su signo.

¢) Indica sus intervalos de monotonia y sus recorridos.
d) Escribe las funciones valor absoluto correspondientes a

cada una como funciones a trozos, y represéntalas,

fix) = 2x* — 3x + 1 es una funcion polindmica de segundo
grado, con a >0, por tanto, su representacion corresponde
a una pardbola con las ramas hacia arriba, y su vértice es el
punto que separa un intervalo de decrecimiento de otro de
crecimiento.

Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es:
-b 3

x_
2a 4

3

En (—m, I) f{x) es estrictamente decreciente.

3 ; -
En P +ea|, flx) @5 estrictamente creciente.

. . 3
Su eje de simetria es la recta x = *

1

Suscerosson 1y 7 porlo que fix) >0en
(—- l) (1, 4 oo} Ex}{{]en(l ‘E)

L 2 L} y 2! .

Su recorrido es [— %, +u).

Vi [ i ;R
| | |
e ] il SR Ay [SE T
a ]
- | N W) -
[ | ‘
[
I 1) = 217 “_3’1]_*'_‘__.
| [ [fixl] = 2x'~ix+||
| — e e Y
| | |
LA »
I | © 'JE s
|
__.:_ __“__ P (S —
[ '-
| | |

1
2¢—3x+1 en (_“'E] U1, +eo)
|2x2-3x+1] =
1
— 214+ 3x—1 En(—, 'I)
2
gix)= — (x+1)* es una funcién polinémica de sequndo
grado, con a<< 0, por tanta, su representacion corresponde
a una parabola con la ramas hacia abajo, y su vértice es el
punto que separa un intervalo de crecimiento de otro de
decrecimiento.
Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es:
s
2a

En (—es, —1), g(x) es estrictamente creciente.

En (=1, +=2), glx) es estrictamente decreciente.

Su eje de simetrfa es la recta x= — 1.

Tiene un cero, —1, por lo que g{x) <0en B —{—1}.
Su recorrido es {—es, 0].

WEKE

RV R GLE
Erglegp 1 7] |

5 8 B ‘| ] ¥

| gl =Hxi 1)

|
]
I
i.h__

.
e
L=

hix) =x*+ x + 1 es una funcién polinémica de segundo
grado, con a >0, por tanto, su representacién correspon-
de a una pardbola con las ramas hacia arriba, y su vértice
es el punto que separa un intervalo de decrecimiento de
otra de crecimienta,

Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es:

o |

20 2

-1
En (—W, T). hix) es estrictamente decreciente.

it |
En (T' +an). hix) es estrictamente creciente.

; . ’ 1
Su eje de simetria es larectax = ER

No tiene ceros. Es siempre positiva.
. 3
Su recorrido es 7 +eo ).

y 4

B = X7+ x + 1

|h{x}J_= [FPHx+1]=
=x"+x+ 1

slal-s19 Py Fa] 3 fx

B ib)=—3x*— x + 2 es una funcién polinémica de sequndo

grado, con a < 0, por tanto, su representacion corresponde
a una parabeola invertida, y su vértice es el punto que sepa-
ra un intervalo de crecimiento de otro de decrecimiento.
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Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es
=f =]

= mmm—— —

2a 6

23 i Y
21 TR 16 165

-1\ . ) . e e
En (— os, ?) i(x) es estrictamente creciente. o= b+ 3¢t = 9x|

—1 y
En (——6-—, +oo), i(x) es estrictamente decreciente,

. 1
Su eje de simetria es la rectax = —.

i_ !..__.._ -

2 .
Tiene dos ceros, 3y —1, por lo que i(x) <0 en:

2 ; 2
(—oo.—l) u (E’ +m)yp{x} >0en (—1,3)

f
25| - ) = |
Su recorridoes(—m,?z-_. - L L _I - .
i |
| .

! ---.:r__.I._-_E_i. =

y4

i

[]

i | La tarifa del transporte en taxi en cierta localidad depende
?Ifm = |-3x2- x+ 2| Imealmepte de la |0!"Ig‘lt!.|d del trayecto que se efectie. A
:' un usuario de este servicio, una carrera de 3,6 km le cuesta
¥ 7,12 €, y a otro, 8,80 € un trayecto de 5 km. ;Cudnto vale |a
¥l | bajada de bandera?

al \*', g ) g La bajada de bandera cuesta 2,80 €.

v
]
]
1
]
1
i
1
]
1
L]
Lk |
1
]
L]
1
[]
i
1

Hl De una funcién lineal se conocen los puntos (—1, 5/2)
y (1/4, —3). Halla su expresién analitica. ;Es una funcién

fx) = -3x° - x+ 2 creciente?
=22 19
fix) = —S—x iy Es una funcién decreciente.

El porcentaje destinado de |+D del PIB de un determinado
pais en los afos 2008, 2010 y 2012 es la que se indica en la

Dada la funcion f(x) = x* + 3x*— 9x: siguiente tabla:

a) Averigua sus ceros. 2008 2010 2012

b) Determina sus intervalos de signo constante. 028 032 047

¢) Esboza una gréfica, completando previamente la si-
guiente tabla de valores: Mediante interpolacion lineal, calcula el porcentaje del PIB
destinado de 1+D en el ano 2009 y realiza una extrapola-

Hes st seyt ISRk el Bl Uil s S cién para estimar cudnto se destinard en el ano 2016.

Con los puntos extremos de la tabla se obtiene la recta
y = 0,28 + 0,05(x — 2008).

. . o .
a) i = 0 =2 MR % T — 0=t En el ano 2009, el PIB destinado a 1+D fue:

; y=028+005-1=033%
Resolvermnos la ecuacion de sequndo grado:
P Bl En el afio 2016 podemos suponer que el PIB destinado a |+D

seray = 0,28 + 0,05- 8 = 0,68 %.
—3+V9+3 -3+3Vs

- = x=185yx=—485 El precio de un viaje en tren es funcién, entre otras cosas,
2 2 de los kildémetros recorridos. Recorrer 57 km cuesta 2,21 €

Por tanto, las soluciones seran: y recorrer 68 km vale 2,54 €. Averigua:

x=0,x=185yx=—485 a) La funcién afin que expresa el coste del billete en fun-

; cion de los kilometros recorridos.
b) Dom f= R y los ceros de la funcién son los valores halla-

dos en el apartado anterior, por lo tanto, los intervalos de b) Por extrapolacién, el precio del billete cuando la distan-
signo constante son los siguientes: cia recorrida sea de 500 km.
(—os; — 4,85), (—4,85; 0), (0; 1,85) y (1,85; +oq) c) Si un billete cuesta 5,93 €, ;cuantos kilémetros tiene el

recorrido?
f{—6)=—54<0,¥ x E (—oe, —4,85),flx) <0

fi-1)=11>0,V x € (~485,0), flx)> 0 de la distancia es: p(x) = 0,03x + 0,5
)= —5{0,VXE’|’0}1,35}-HX}{-0 b) pisom = 1550 €
fi2)=2>0,¥ x € (1,85 +e), fix) > 0 ¢) x =181 km

a) x es la distancia recorrida, el precio del billete en funcién

(" Anaiisis



Encuentra una funcién cuadratica f(x) que tome los valores
que muestra la tabla:

fix) =15¢ —4x + 1,25

Expresa el volumen de un cono cualquiera de generatriz
2 dm en funcién de su altura. ;Entre qué valores puede
oscilar la altura? Indica el dominio de esta funcién.

(4 — h*h
gt

Vih) = . La altura oscila entre 0 y 2 dm,

Dom V= (0, 2)

H3 Si un juguete se vende a 130 € lo compran 1000 personas.
Por cada euro que aumenta (o disminuye) este precio, dis-
minuye (o aumenta), respectivamente, el nimero de com-
pradores en 50.

a) Expresa la funcién que proporciona el numero de jugue-
tes que se venden en funcién del precio de venta,

b) Si el precio de coste de un juguete es de 80 €, calcula el
precio, p, que proporciona el beneficio total maximo.

c) Halla el nimero de juguetes que se venden si el precio
es p, y calcula el beneficio maximo.

a) La funcién que proporciona el niimero de juguetes que se
venden en funcién del precio de venta es una recta de-
pendiente —50 que pasa por el punto (130, 1000):

n(p) = 1000 — 50(p — 130) = 7500 ~ 50p

b) El beneficio total es el producto de los juguetes vendidos

por el beneficio de cada juguete que es p — 80:
B(p) = (7 500 — 50p)(p — 80) =
= —50p* + 11 500p — 600000

11500

—-100

¢) Para p = 115 € se venden n(115) = 1750 juguetes, y el

beneficio que proporcionan es de B(115) = 61250 €,

B(p) tiene su valor méximoenp = — =115€.

El perimetro de un tridngulo isésceles es 6 cm. Expresa el
area del tridangulo en funcién de la base, b, y determina su
dominio.

A(b}=% V9 — 3b,Dom A = (0, 3)

H] Expresa el 4rea de un pentagono regular en funcion de su

lado, I, y determina su dominio.
2

51 a0
All) = atg (5]’ DomA =8
B El érea de un contenedor formado por
una semiesfera de radio r y un cilindro
abierto de altura h es de 32 m?, Expresa
su volumen en funcién del radio, y de-
termina su dominio.

Vi) =16r— %wﬁ, Dom V = (0, 4)

@l En un cubo se instala un depésito en {
forma de piramide invertida con la '
misma base que la cara superior del R
cubo. , y

Determina el drea de la cuatro caras
del depésito, en funcién de su volu-
men

AV = V5.V 9V, DomA =R"

[l Un almacén tiene forma de prisma recto de base cuadrada
y su volumen es 768 m’. Se sabe que la pérdida de calor a
través de las paredes laterales es de 100 unidades por m?,
mientras que por el techo es de 300 unidades por m* La
pérdida de calor a través del suelo es despreciable. Expresa
la pérdida de calor del almacén en funcién del lado de su
base.

Six es el lado de la base e y la altura del almacén:

Calor perdido a través de las paredes: 400xy
Calor perdido a través del techo: 300 x°
Calor total perdido: 400xy + 300x°

768
Dadoque V=768m’ =y = , con lo que el calor perdido

iz x
en funcién de x sera:

307 20
Clx) = L L + 30047
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1.

2.

3.

Evaluacion (pagina 235).

Determina cuéles de las siguientes graficas corresponden a una funcién, Construye una tabla de valores y escribe su expresion
analitica.
a) % b) v d y

T o 1 X / 1 X

b) No corresponde a una funcién porque existen valores de la x a los que no les corresponde un Unico valor de la y.
3
¢) Corresponde a la funcién y = \/;_r

B o

=4 gl 1 2

Halla el dominio de las siguientes funciones,

A=t BR=F-  df=is A= "2 g = yioe

al x—1#0=x+#1= Domf=R—{1}

b) Es una funcién polinémica. Dom f = |

¢) ¥-9#0=x#+3=>Domf=R—{-3,3}
d) x#0= Domf=R—{0)

e) 1-x¥=0=Domf=[-11]

Estudia el signo de estas funciones.
x -8 _X=5x+4 _
dJﬂx}-x,_1 b) f[x]_xi+5x+ﬁ dﬂxl——xz_4 d) fix)=x"+3x+2

a) El signo es constante en los intervalos (—es, —=1), (=1,0), (0, 1) y (1, -+ee).
f(—2) < 0 = fes negativa en (—ee, —1).
f—0,5) >0 = fes positiva en (—1, 0).
f0,5) < 0 = fes negativa en (0, 1).
f(2) > 0 = fes positiva en (1, +e=).
b) El signo es constante en los intervalos (—es, —3), (—3, —2), (=2, 5) y (5, +=a).
fl—4) < 0 = fes negativa en (—eo, —3).
A—2,5) > 0 = fes positiva en (=3, —=2).
fl0) < 0 = fes negativa en (-2, 5).
fi6) = 0 = fes positiva en (5, +ee).
¢) El signo es constante en los intervalos (—es, —2), (=2, 1), (1, 2), (2, 4) y (4, +=2).
f(—3) = 0 = fes positiva en (—e=, —2),
fl0) < 0 = fes negativaen (=2, 1).
f(1,5) > 0 = fes positiva en (1, 2).
f(3) < 0= fes negativaen (2, 4).
f(5) = 0 = fes positiva en (4, +ee).
d) El signo es constante en los intervalos (—ee, —2), (=2, —1),(—1, +ea).
f(—3) > 0 = fes positiva en el intervalo (—ss, —2).
fl—1,5) < 0 = fes negativa en el intervalo (=2, —=1).
fl0) = 0 = fes positiva en el intervalo (=1, +es).

(D Anaiisis



4.

& 6.

Estudia la simetria de:
a) ﬂx}=xz;4 b) fix) = —4x ] ﬂx]=x’—5x
(=xF—4_ x—4
e
Es una funcion par.
b) fl—x) = (—x" — 4 (—x) = x" + 4x; —flx) = —x* + 4x
MNo es par ni impar.
_ A= =5{-x)
G
Es una funcién impar.

a) fl-x) =

—x* + 5x
— X2 __ﬂX)

c) fi—x)

Determina la monotonia y la curvatura de estas funciones. ;Alguna de ellas esta acotada?
al v I ] b)) ) Y

T

a) Crece en (—es, —2) U (1, +==) y decrece en (=2, 1).

3 3
Es convexa en el intervalo (_m, —5) U (—1,0) y concava en (—? -1) U (0, +ea).

No estd acotada.
b) Es decreciente en todo su dominio. Es convexa en el intervalo (—ee, —2) y cdncava en (— 2, +=). No est4 acotada.

¢} Crece en el intervalo (—es, 0) y decrece en el intervalo (0, +<). Es céncava en el intervalo (—ss, —1) y en (1, +=) y convexa en

{—1, 7). Esta acotada inferiormente por 0 y superiormente por 4.

Determina todas las caracteristicas de estas funciones.
a) f)=x* -1 b) fix) =x*—3x+2 ¢ fix) = —x*+x d fixi==x+4
Todas las funciones son parabolas.
a) Es positiva en los intervalos (—ee, —1) U (1, +ee), y negativa en (-1, 1}.
El vértice es el punto (0, —1), y es el minimo de la funcion.
Es decreciente en (—es, 0) y creciente en (0, +e),
Los puntos de corte con el eje X son (—1,0) y (1, 0), y el punto de corte con el eje Y, (0, —1).
Es una funcion cancava.
b) Es positiva en los intervalos (—es, 1) y (2, +=<), y negativa en (1, 2).

_ 301 . .
El vértice es el punto (—2-, —E), y es el minimo de la funcion.

. 3 : 3
Es decreciente en Ry y creciente en 2 +ea |,

Los puntos de corte con el eje X'son (1,0} y (2, 0), y el punto de corte con el eje ¥, (0, 2).
Es una funcidn céncava.
¢) Es negativa en los intervalos (—=o, 0) y (1, +ec}, y positiva en (0, 1).

11
El vértice es el punto (3, I)’ y es el maximo de la funcién.

. 1 . 1
Es creciente en (—m, E) y decreciente en (3. +m).

Los puntos de corte con el eje X son (0, 0) y (1, 0), y el punto de corte con el eje ¥, (0, 0).
Es una funcién convexa.

d) Es negativa en los intervalos (—=s, —2) y (2, +9e), y positiva en (—2, 2).
El vértice es el punto (0, 4), y es el méaximo de la funcién.
Es creciente en (—es, 0) y decreciente en (0, +-es),
Los puntos de corte con el eje X son (=2, 0) y (2, 0}, y el punto de corte con el eje Y, (0, 4).
Es una funcidn convexa.

8. Funciones @



g~ 7. Estudiay representa estas funciones.
x—=1 six=-1

a) ﬂx]:{;“’s'_"j: b) fix)=|—x+2 si—-1<x<2
ko X¥—=3 six=2
a) Ye Es creciente en el intervalo (—e, 1) y constante en el intervalo (1, +sa).

Mo corta con el eje X y el punto de corte con el eje Yes (0, —1).

O
A\
¥

b) vyt Es creciente en el intervalo (—ee, —1) y (2, +=2) y decreciente en (—1, 2).
No corta con el eje X y el punto de corte con el eje Y es (0, 2).

@ anaiisis



Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Limite con el nitmero e (pagina 255)
En el video se resuelve paso a paso el limite de la sucesidn:

== 3n—2\#-3
"\ 3n+7

resolviendo la indeterminacién del tipo 17,

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para calcular este tipo de limites o para gue los alum-
nos repasen el procedimiento.
Asintota oblicua (pdgina 256)
En el video se muestra como hallar la pendiente y la ordenada de

; Y+1
la asintota oblicua de la funcién f(x) = = mediante el célcu-

lo de limites.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to para determinar este tipo de asintotas o para que los alumnos
lo repasen.

1 =44

o

Caboulamos |a asintots oblicus v = mys n
W

b, T, A
R

e i
ool (S ad) by (5=
rk i P x

LS
sk (."_E”_‘l)bhn A0
Tewel % X

L esfiitota obliciss de esta fundidnesty = x

Es kit virla peal o raile.

Calculo de parametros para que una funcién sea
continua (pagina 271)
En el video se resuelve paso a paso el ejercicio 2.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para determinar los valores de a y b para que la fun-
cién sea continua o para que los alumnos repasen este tipo pro-
cedimiento.

Actividades (paginas 239/270)

3n+5
Dada la sucesién a,= (—1)"- 25 calcula los cinco prime-

I
ros términos. -

Sustituyendo n por los cinco primeros niimeros naturales, del
1 al 5, sucesivamente, se obtiene:

a=4a,=11,a,=-7/3,a,= 17113, a, = —10/11

Dada la sucesion a, = (—n)*, calcula el séptimo término.
Sustituyendo por n = 7, se obtiene, g, = —343

Calcula el término general de las sucesiones siguientes.
a) 1,4/3,6/4, 8/5, ...
b) 0,3/7, 8/9,15/11, ...
c) 1/5,2/9,4/13,8/17, ...

2n
a)a,=
n+1
=1
b
) an= o3
2n—1
i e

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Calcula el término general de las siguientes progresiones
aritméticas,
3 1 1
_1i' Sl S S i
a 4’ "2 4
b)5,3,1,—-1,-3,...
CJ 3! 1;_1r _3; _5, ew

..

1 n-—>5
a) La diferencia eszya. = —1,porloquea,= -

b) La diferenciaes =2 ya, = 5, porloquea, =7 — 2n
¢) Ladiferenciaes —2ya, = 3,porloquea, =5 — 2n

Calcula el término general de las siguientes progresiones
geométricas.

a) V2,2,2V2,4,4V2,8, ...

b) -3,3,-3,3,-3,...

c) —=4,-12,-36,—-108, ...

a) La razdn es \/iya, =2, porlo que a, = (@H

b) Larazénes —1ya, = -3, porloquea,= (-1)"- 3
¢)Larazénes3ya, = —4,porloquea,= —4-(3)""
¢Cuantos nimeros impares consecutivos a partir de 1 suman
102017

Es una progresion aritmética de primer término 1 y diferencia
2, por lo que;
Tty . TR A3 = 1)

*n=10201 = n’
5 n= n

10201 =

=n=101
Son 101 nimeras impares consecutivos,
En una progresion aritmética que tiene un nimero impar

de términos, el término central es 42. ;Qué valor tiene la
suma de los términos extremos?

2:-42 =384

Sabiendo que en una progresién aritmética S,; = 75 y la di-
1
ferenciad = 7 calcula a,.
a, +a
?5='T“' 15=10=a,+a;=2a,=0a,=5

Halla la suma de los 10 primeros términos de una progre-
sién geométricasia, = 5y a;; = -:%. ;Cuénto vale la suma
de todos sus términos?

En primer lugar calculamos r:

13
s 45 . 9 Vo
STty

Después, se calcula a;:
13,
am S g
1= 1= Ve

Sustituyendo en la expresidn para la suma de n términos de
una progresién geométrica, siendon = 10y a, y r los valores
hallados, se obtiene:

o a,ir'® = 1)

A

Si se desea calcular la suma de todos los términos de esta
progresion, basta observar que es una progresién decrecien-
te, puesto que r< 1:

= 20,59

ay
st

S=

=207
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La suma de los 9 primeros términos de una progresién geo-
métrica es 19682 y la razén r = 3. Halla los nueve primeros
términos de la progresion.

- a,(3° -1
Sy= %::. 19682 = %::
términos son: 2, 6, 18, 54, 162, 486, 1 458, 4 374, 13 122,

a, = 2, por lo que los

Sabiendo que en una progresion geométrica el producto
de los 5 primeros términos es P, = 2'2 - /2, calcula a,.

Puesto que a, - as = a5, se puede escribir:
1
V2= ViegP =25 =a"=a,=2*-2"" = 4\/2
Determina, calculando algunos de sus términos, qué tipo

de sucesion es cada una de las siguientes.
n+1

a) g 2 e) (—2)
n
2 e f
ot d) 2" f (—1)
n—1 n

Se calculan sus primeros términos y se obtiene:
¢) Convergente e) Oscilante
d) Convergente f} Convergente

a) Convergente
b) Divergente

Copia y completa la siguiente tabla para la resta de las su-
cesiones x, e y,:

Calcula los términos 100, 1000 y 10000 de las siguientes
sucesiones.

1 2
iy 1in T 1T \n
a)(l-!-n) b) n c) (n) d) (n+1)

) G100 =27088 Gy = 27169  Qyp000 = 2,7181
b) Gyo = 10871 Gyop = 1,0069 G900 = 1,0009
€) Qo =0,9559 a4y = 0,9931 Oypoo0 = 0,9991
d) 0y = 09118 @145 =0,9863  @y5000 = 0,9982
Calcula los siguientes limites.
3 2
. n - n®+2n
a) lu_rp_ (3n*+ 10000 —n") d) ju_r'n_ o Ty
4n* +2n+3
b) lim [47° +2n— (50" +4)"1 e) lim —————
n—te n=hee 1—n
V3n? - 2n° 4n*+2n—5
im ———— f) lim ————
o lim 2n* +6 JI--'-r-"--znf’-r-fm—nn’

Para salvar la indeterminacion podemos escribir:
a) lim (—n") = —ce
X =3 e

b) lim (—=25n") = —

0l () = -1 = =

=
=]

Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

Ven'+2n+3

alg,=5—————
\V8n'—5n+3
V=3n'+2n-5
b b= ————=
2n’ + 3
e 6= n—2
32n°+8
Vn* +4
s Via'+4n"

V2n +5n*

Para salvar la indeterminacion podemas escribir:

\V8n® V2
a) lim a, = lim ——— = lim =12
b Ho—p o= 8n3 K—4= 2
3
3n —V3in
b) limb, = |’rIT! = lim —— co
X=h = K—pm \/_ﬂ X—=h o= %
. g e o 0
< j'f.'l':" —J!I-J;Tl 2n 2
5.’5
d) limd, = lim w—— = lim

X~ =

x—p-v'_nm x-—o-o\/_ \}‘_'

Calcula los limites de las sucesiones que tienen los siguien-
tes términos generales.

V121" +4n—3—-1121n* + 19n
a)a,= 2

b) b,=%/25n"+4n — (5n + 3)
¢) ¢,=\/36n"—1-1\/36n"—5n
Para salvar la indeterminacian podemas escribir;

a) Multiplicando por la expresion conjugada del numerador
se obtiene:

121+ 4n—3-121n" —19n
lim

"= 4. (Vi2ii + 4n— 3+ V12107 +19n)

=15n _ =15
= lim s
X =i 22]"! 88

b) Multiplicando por la expresién conjugada del numerador
se obtiene:

. 25n*+4n—250"-30n—9 . —26n —13
L Sioe T0n 5
"= \/25n* +4n+5n +3 e

¢) Multiplicando por la expresion conjugada del numerador
se obtiene:

. 36n*— 1—36n"+ 5n . 5n 5
lim = |lim—=—

e - 1+Vierese o1 12

Calcula los siguientes limites.

I 3n+2)"""’
lt 2n—-7

#-2
b) lim (2n+3) "=

2 S
- (Vgn +3n-5\2
=\ Van+n®

Para salvar la indeterminacion podemos escribir:
3n 3™
| =|— =
a) xl_i;!’l( % ) ( > ) 0
b) lim (2n)*""" = (+ed’ = +ee
X ==
7n \imn FAL
=|=] =1
o .'5‘1(2::) (2)

2nin
d) lim (,_3") —@R=9
n

X = oo



B Calcula los siguientes limites.

2n+2\w s L b
a}[im( = ) d}fim( -
n=sm\ 20— 2 n=+=\50"+n
an' 42 vz
b) lim (—3"1;7) &y o lim (2014)7%
n—dm 3n2+2n nao \BMN—3
2n+7Y""*? S5n+4\"*2
c) lim i
Jn—)ﬂn(3ﬂ+2) f J.'Tw(5n—4
Para salvar la indeterminacién, en cada caso, podemos escribir:
-1 2
a) lim 1+ B Tk = b
=t
2
) 1 I+ 4n'vd -7 ik
bj rlrl.l-':l'l.. 1+ m— =n-1 -7 W+ =g :-:e:-{__-e—a
-2n-7
| 2n \*n 2\
¢ limj—) =|=] =0
d n—=\3n (3
d) tim [1+ — s‘ﬂ'::?"2"'2]'ﬁ—e"“'5 ]
Tl = =3
n—=4o= 5}'] +I"; -.v/;
i —
Gn=3 An'+32 7
e) lim[1+ 6n1_3 T TR e ==\
7
Sn—4 a
) lim[1+ 1_ 5 T R —e s ,1
e -4 eVe'
8
Calcula los siguientes limites.
n*+5n+2\% 2n+ 1\
a) lim | —— lim |3 —
,nl-ne( P41 ) E,nll.pnw( n+2)
3 e n+1
b) lim|(1-— i
wm (-2 a5 )
5n—4\1- ol
c) lim lim |3+ +2
J‘n-ﬂﬂ( 2+ﬂ) g}ﬂﬂ”( )
3n+4 1\12 n’+n\-3
d) lim ———) o h) lim
'n-»(zrwz 2 ’n...b( +1)
Para salvar la indeterminacidn, en cada caso, podemos escribir:
1 n+n = Sn+1
a) lim 1+—:—1_ Sn+1 el =g
i o
s5n+1
; N € S
+ 3 6n+: =
b) ,!'_rﬂ. 1 res e
3
¢ 57=0
1 O et A O 1
d) lim [1+ 7 ht w2 =g
=

it S -
w1 TN = e

h) lim 1+

N—3 e

n—1

Hl Determina los limites en el infinito de las siguientes funcio-

nes y escribe la ecuacion de sus asintotas horizontales.

¥

1 X
Figura 9.9,
Y
00 X
Figura 9.10.
YJI
Pet.llLLLLLL

Figura 9.11.

Figura 9.9: Iirr+1_ flx) = +oq lim fix) =

Tiene una a;i-r:tota horizont;l_;:io-r la izquierda (y = 0).

Figura 9.10: Iinlx_ fix) = —

Tiene una asli;tota horizontal por la derecha (y = —1)

Figura 9.11:’Iirr1“ fix) =2, lim fi) = -

Tiene una asir?tota horizon:an;r la derecha (y = 2) y otra por la
izquierda (y = —2).

Calcula la ecuacién de las asintotas horizontales, si las
tienen, de las siguientes funciones.

2 2
— 1
a) f(x)= 23": o) fix) ==
b= P T L ok |
2x+1 T 2%+ 2

a) lim fix) = —2, luego, asintota horizontal y = —2.
b) lim fix) = 3/2, luego, asintota horizontal y = 3/2.

c) Ilm fix) = 0, luego, asintota horizontal y = 0.

d) lim fix) = —1,lim fix) = 1, luego, asintota horizontal por
"3 izquierday = =1,y por la derecha y = 1.

9. Limites y continuidad @



Calcula los siguientes limites. Halla lo que se indica en cada apartado.

x+1 X a) Figura 9.26: Dom f, Rec, f(0), lim fi), lim fx), lim fix),
a) x'.i.m..( 7r  x— ]) Irm ﬂx}, Ilm fix).
ve1 bj Flgura .27: Dom , Rec £, (0), (1), lim_f(x), lim f(x),
b) lim ( ) lim fix), lim_fix), lim_f(x). T i
c) F[gura928 Dom f Recf Ilm fix), Ifm fix), Ilm fix),
c) x[inl-( ) ||m f[x}, Ilm f(x).
e) Flgura 9. 29 Dom f, Rec f, f(1), f(3/2), Ilm f(x), I|m fix),
dj‘[in:"( ) I|rn fix), !t_r’n_. flx).
i ( —5x+1)‘“‘ Y
e) x—-.ﬂm 3x? ZX’ +5

f) lim_ (\/x’ +x—Vx'— 1)
g’rl—llm ( - ) | 2

+
mim (37

; ( 2% — )”‘ 32 —1? 1 2 3
- 2 1
A jm 2x2—2x+1

j) lim (\/x=+ -vx'+3) Figura 9.26.

hJ

-3

=V

¥y =

Para salvar la indeterminacién, en cada caso, podemos escribir: !

a) Indeterminacion 0 - ee ‘j 31
Para resolver el limite, primero multiplicamos y después |
simplificamos ambas funciones: ! 2-

© 1 I

iim &=, = iepETEnERemshsTE
e 7

]
2 I
b) Indeterminacion es/ee =3

T [ oY L (i
(3] (&) -

¢) Indeterminacion es/es

d) Indeterminacion eafs

3] ~(z)

e) Indeterminacion sa/ea

lim (_2.)“’ = (3)_" = 4o ' Figura 9.28.
x=pde | 3 3
Y A&

f} Indeterminacidn == — e
x+1 1

| N T e

_-_-_.1_---
R
L
> ¥

Figura 9.27.

i
G 2

g) Indeterminacién ee — oo

k) Indeterminacién 1%

1 -1 ey 3 ' Figura 9.29.
lim [1+ -3 w1 =g
oy 3x—1 Figura 9.26: Dom f = R, Rec f = [ — {2}, D) = 3, iir‘f{}, fix) = 2,
=3 lim, fx) = 2, lim fix) = 2, lim_fix) = —es, fim o) =
i) Indeterminacion 1* Figura 9.27: Dom f = R —{1, =1}, Rec f = R — (0, 1], f(0) = 0,
1 W' =2x=1 --2 1 4 r]{”';ﬁﬁl‘ flx) = _W:*[_i}nl'lvﬂx:' = +ao5 J!l__l:l'liﬂx) == "'ﬁ,wli'lp_ﬂxl =1.

. — N e
S s | SO Figura 9.28: Dom f = R — {0}, Rec f = R — [0, 1), lim_fix) = —es,

x=0
—2x—-2 ""g‘+ f{x) = +eoo, Iin?) fix) = oo, lim fix) =0, "T fix) = +oa,
o Kk H—p X3
j) Indeterminacion e — oo Figura 9.29: Dom f = R,Recf= [0, 1), xl_i'n;\_ fix) = 1'JL"»‘+ fod =0,
—eo | ri;q fix), A lim Ax).
F ] oo
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FH Estudia el limite de las siguientes funciones en los puntos

que se indican.

a) fix)=—3x+5enx=0y enx=3
b) fix)=x>,enx=0y enx=1/3

c) fix)=Ix—2,enx=2 y enx=-3

d) fl)=x+E(x),enx=2 y enx=—1
2
X +3x+2
e) f)="""""% enx=—2 y enx=—1
x=2
xT+1 six<2
. ﬂx}m[x+3 sixz=2 X2 en x=2y enx=4

_[3x—-1
9) Ax) _[(x+ W/ix +3)
@) lim (~3x+5) =5, lim (~3x+ 5) = -

b) Ilm X =0limx = Ilmv,_3‘\/_

c) |II'I'; |x=2| =0, ilrr_13|x— 2|=5

d) xlirrzl_ [x + E(x)]1 = 3, xli_‘n'zu [x+E()) =43 Iim2 [x + E(x)]
zlir"g]_ [x + Ebq)] = —3,‘r|_i.l'1"l'+ [x + Ex)] = -2,
Earlwlil'g1 bx + Ex)]

six=—2 enx=-3, enx=-2
six>5 yenx=5

el ;Ij."lz flx) = O.KE@1 flx) =

f) IE@z fix) = ,Ii."]; bd+1)=5
Jlim_f) = lim_(¢ +1) =5, lim, fix) = lim, (x+3) =5,
Asi, Il_.n-!! fix) = 5.
Pﬂﬂﬂ = lm{X+ 3)=7

gl j."]; fix) = ll_i’n]](3x -1)=-10

,Ii."} fx) = lim_3x—1)=-7,3 , |il1'lf fx). Asi, axli."-": fix).
E| Iirrs1_ fix), asi A E‘L‘l flx)

Construye graficas que cumplan las siguientes condiciones.

a) Dom f=R, Recf=[—1, +), |in_1 fix)=
f3)=3, lim fx) =2, £'(0)=10,2}
b) Dom f=R —{0, 2}, Rec f=(—oo0, 0) U {1} U (3, +ee),

3, lim fix)=

liﬂﬂxl=u, 'Iirg_ fix)=3, Iirr;n+ fix)=1, lim fix)=
xIErT fix)=1

(Ten en cuenta que fix) <0six<0, fix)>0six>0.)

c) Dom f=R, Rec f=H, 'Ii_rpo_ fix) = —os, Iim°+ flx)=3,
Jim_f(x) = oo, lim_fix) =
ﬂ} .I”L
_______________ 3t
l 2

Calcula los siguientes limites.

1 1 )
+—+

o ( (x—2)°

" x+1 X
”!'ﬂ(xz—w x—4)

. Vx+4-2
L

. e N2+
i (22)

x= =1 -1

Para salvar la indeterminacion, en cada caso, podemos escribir:

n}lim(x—2+1+ : ):«;
k52 x—2

; M . O T
9 rl—';rlﬂ(x(Vx+4—2))_I

X—5 &+ 1
i =3 "= —
djwml(x—1) 3

Calcula los siguientes limites.

a) lim
Jl—:-ix 4

bl R 4}

a) e

Indica el dominio de continuidad de estas funciones.

a) v

| .
\
)
(-
=
B
1
w
w
=V

9. Limites y continuidad @



X
X
X
X
f) v ;
i
A / |
|
i
— E : —
—2 o I2 4 X
a4 |
1
§
!
1 |

a) Continuaen R — [—1}
b) Continuaen R — {—1}
¢) Continuaen® — {—1}
d) Continuaen B
e) Continua en (—ss, —2) U (0, + <)
f) Continuaen R — {2}
Clasifica las discontinuidades de las funciones anteriores.
a) Discontinuidad de salto finitoenx = —1
b) Discontinuidad evitable enx = —1
¢) Discontinuidad evitable enx = —1
e) Discontinuidades asintdticasenx = —2yx =0
f] Discontinuidad asintotica enx = 2

@ Andlisis

Eil Analiza la continuidad de las siguientes funciones.

a) fix)==3x+5 3x—1 six=-2
b) fix) = x° g)fy=1x+1 . ¢
c) fi = |x-2| e
x4 3x+2
d) f) =————~ _[lxl  six=-3
X+2 o ﬁ"’“[-zxma six>2
xT+1 six<2
e}ﬂx}—{x+3 six=2
f) fix) =x+ E(x)

a) Continuaen B
b) Continuaen B
¢) Continua en &

d) Dom f = R — {—2}. Puesto gue es una funcién racional es
continua en su dominio. En x = =2, f(x) presenta una dis-
continuidad evitable, puesto que:

Einjzﬂx} = ||'n22 x+1)=3

e) Dom f = R, Puesto que:
Iin;n_ flx)=5= |irr21+ f{x), la funcién es continua en B,
x = X

f) Continuaen R — Z, En x € 7 presenta discontinuidad de
salto.

g) Dom f = (—es, =2] U (5, +e<). Puesto que las funciones
son polindmica y racional, respectivamente en (—es, —2] y
(5, +e<}, 85 continua en su dominio.

h) Dom f= R = (=3, 2]. La funcién es continua en su dominio.

Ejercicios y problemas (paginas 274/278)

Sucesiones. Progresiones aritméticas y geométricas

Calcula el término general de las siguientes sucesiones y di
si son convergentes, divergentes u oscilantes.

a)3,7,11,15,19, ...

b) 2, 6,18, 54,162, ...

c) 1,3/2,2,5/2,3, ...

d) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, ...
e) 4,2,1,1/2,1/4,...

a) a, = 4n — 1, divergente.
b)a,=2-3""" divergente.

n+1
c)a,= 3 divergente.

n
dla,= PR convergente.

e) a, = 2'", convergente.

Halla el término general de las siguientes sucesiones e indi-
ca si son convergentes, divergentes u oscilantes.

a)1,3/4, 5/9,7/16, ...

b) 2,5,10,17, 26, ...

c) 10, 26, 50, 82, ...

d) —1/2,1/5, 3/8, 511, ...

e) —2,4,-8,16,...

2n =1
ala,= T convergente.

k) a, = n* + 1, divergente.
) a,= (2n + 1) + 1, divergente.

2n
d) a, = ——, convergente.
1an =3 g

e) a,={—1)"-2" = (—2)", oscilante.



Calcula el término general de cada una de las siguientes
sucesiones.

a) 4,3,9/4,27/16, ... d) 2,-7/5,5/4,—-13/11, ...
b) 1/16,—1/16,9/256, —1/64, ... e) 3,4,4,5,56,6,7, ...
c) 3,2,35,46,57, ...
a)a,=3"".4""2
b)a,=(-1)""".nl/4"""
¢) No tiene un término general.
_ (=1 Bn 4 1)
- (B3n—-1)
{n + 3)
10

d)a,
ela,=(n+2)+

Dadas las progresiones.

I 4,7,10... B 20,17,14,...

Averigua la suma de los n primeros términos de cada suce-

sion y luego la suma de esas sumas.
3n* + 5n 43n — 3n*

_ 2, = n—3n

51
" 2 2

51, +52,=24n

Los lados de un tridngulo rectangulo estin en progresion
aritmética y su perimetro es 36 cm. Halla cudnto miden sus
lados,

[a, +a,+d+a,+2d =36

(@, +2d)* = (a,+d]z=af=°9'uy15cm

Halla tres niimeros de una progresi6n aritmética sabiendo

158
que su suma es 6 y la suma de sus cuadrados es 2

Se plantea un sistema con las dos condiciones:
g,—d+a,+a,+d=6=a;,=2

158
{az—d}+af+(a,+d)’:T

5 1 n
Asid = —y los términ = 2, —
3 y rminogs son 3 3

Calculax= 2y 2Vava...
x = 2 2 2\ .|'2 — 21!’1+1i’4+1fﬂ+1!16+._.

El exponente es la suma de los infinitos términos de una pro-

i3 : i 1
gresién geométrica de razén S5 Por tanto el exponente es el
valor:

1

2

=1,conloquex=2"=2

2

Se deja caer una bola de goma desde la azotea de un edifi-
cio que tiene una altura de 243 metros. Cada vez que toca
al suelo, rebota y recorre hacia arriba una distancia igual a
las dos terceras partes de la altura desde la que ha caido la
ultima vez.

a) ;De qué altura ha caido la bola cuando ha tocado el
suelo por sexta vez?

b) ;Qué distancia ha recorrido desde que se ha dejado caer
hasta que ha tocado al suelo por sexta vez?

25
a) | =] 3¥=2"=32m

3

sl -

Un concurso de television consiste en proponer al concur-
sante una sucesion de preguntas hasta que de una res-
puesta incorrecta y quede eliminado. Los premios de cada
respuesta se acumulan y son de un euro por la primera, dos
por la segunda, cuatro por la tercera y asi sucesivamente,
en progresion geométrica de razon 2.

a) 5i se responden diez preguntas correctamente, jcuinto
dinero se consigue?

b) ;Cual es el minimo nimero de preguntas que hay que
responder para conseguir 6 000 €7

a) S=0-2"-1)/(2-1)=1023€

b) Por tanteo, o tomando logaritmos: 2" " = 3000, n = 12,55,
luego el minimo ndmero de preguntas es 13.

Limites de sucesiones

Calcula, a partir de las siguientes sucesiones:
_4n’+3n _2n+1 c_3n’+2
" n*—6n " 2-=7n " 5—-n
& * bl‘l
a) lim (a, + b,) h) lim —
L n—ssa c"
- . - aﬂ
b) lim (a,—b,) i) lim —
A—sm= A

c) lim (a, +c,) i) lim (a,)"
k) lim (a,)*

I lim Va,

n—s -

d) lim (b, —c,)

e) lim l

n—se €,

f) ‘!l_m_ {a,-c,) m) ILm_ {a,-b,-c,)

g) lim (b,"c,) n) lim (a,)"*

a) lim(a, + b,) = 26/7
b) lim (g, — b,) = 30/7

¢) lim(a, +¢c,) = —sa
d) lim (b, = ¢,) = +e
e) lim(1/c,) =0

f) lim(a, c,) = —e=

gl lim (b, c,) = +o

h) lim (b,/c,) = 0

i} lim{a/b,) = —14

j) lim (@) = V76
k) lim(a,)*=0

D limVa,=2

m) lim{a,-b, c,) = 4+
n) lim (a,)" =1

Calcula los limites de las siguientes sucesiones,

= 3n'6:3:’2; . dd,= 3 : ;nfj?:!“
2 I

G-ty

a) lima, = lim [(3n* + 2n° — 3n)/(6n" + 2n)] = +ee
b) lim b, = lim [(2n* + 3n)/(6n* + 2n — 7)1 = 0

) lime, = lim[(5n° — 37 +1)/(-2n* + 3)] = —=
d) limd, = lim[(—4 + n® + 03 + 20 — 70 = —1/7
e) lime, = lim[(3n — 7)/(n* + 1)] =0

f) lim £, = lim [(n + 3)%/(n* + 3)] =1

9. Limites y continuidad @



Calcula los limites de las siguientes sucesiones. [B Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

10 =in+2 10 10n
aja,.=(3n+3)-(-6ﬂl a)a,=(3n+2) n+2 djd,,=(10+?)
3\ (4n+2 1 g Ve (3 + 5/n° )
= = ‘6+— b)b,= 2+n
b) b, (2+n) (2n—1) ( n’) ) b, (ﬁn1+2) )= 6 + 6/n°
3n—-1 1in+3 3n+2 in 2n+ 1
€) &= (2n+4 10n2+5) < n=(4n_1) B S -
—3n+ d
d)d,= {inﬂl’—l" 21] a)lima, =lim(3n+2) 773 = (+eo) =0
Sn+1 7n“+ 5 6 Vizsm = simt
== s | —— il :r e =0 =
e)e, (?n—d) (Sn’—g) b) limb, Im(6n1+2) 0°=0
2 3 + an
f f":(%+"_z) c) Iimcn=lim(3n 2) =(3/4)""=0
n" n 4n—1
10 :
a) lima,,=|im[ -{—ﬁn]}= —20 d) Iimd,,#lim(10+—) =10"7"=+
3n+3 n
3\ (4n +2 1 3+ 5/n°\. 2 1
i = [j + -] J6+ —]= i =i 1+n = —
b) limb, = lim [(2 n) (Zn— 1) ( pe )] 24 e) lime, Ilm(6+ ﬁmé) -
3n—1 11n+3 3
o) fime, = |Im(2n+4 - 10n2+5):5 f) lim f, = lim 2;+1 =V2

d)limd, =lim[n+ 1= (n— 2 = +ea

5n + 1 _7n1+s)_

I Calcula el limite de las siguientes sucesiones.
e) lime, = lim (

o 35”2'9 i A ] PO ..
n "= 3
f) Fimfr,=|im(—n"1,-+%)=+m 2n+113 i 2n +33 i
n+ 1\ "
b) b =( e) e —(1— )
Calcula los limites de las siguientes sucesiones. " \2n=1 " n+1
P+t 1) n?+ 7\t
Ve +2n° =7
i , + i
i 2Vn+Vn+Vn a) lim a, = lim 2n”+ 11 =2 20 =
Vo +3Vn+5Vn ' Pei I
c) C,.=Vsn"+4—\;4n’+3 leimb,,EI|m(2n_]) ==

By
‘ﬂl dn: r"? — 10“ i 1 2"2—1 : 2nz—l ! v = Elmg y

=lim|1+
ele,=\V13m—4-\e6n'+5

2
f) £,=V13n"—4— V70’ + 100 .
a) lim (V® + n* + 1)/(3Ve* + 20" —7) =12 <) “mfn:"m(" +n—z) = oa
b) lim [{2\/5-1- %+ %Mva; i 9 & 5\?}'{}] -3 d) Es una sucesién oscilante, no tiene limite.
: i _i n‘?”u-i__ =5
o Eim(y_—n4+4-“—_”a+3)=+“ eJ11n1e,,—I|m(1 n+]) =
1 i ey S T 2 In+7?
d) lim (V" =10° ) = +e § lim fn=lim(n 2+ 7) e
e) lim(V13n—2 - Veni+5) = + "
7 lim (V13n- 2 - V7n+ TR = Calcula el limite de las siguientes sucesiones.
o+ n-7 2 n*
Calcula el limite de las siguientes sucesiones. a) a,,=(n = ?) d) d“:(zn:z)
a)a,= hﬂ2+2— n'=2 b 7n_3)a—3 yica Gn+6\"*?
b) b, = 1/(\/19n" —\/19n" + 3n) 16 =053 il
c) cﬂ=V6n3+3-[ﬁn+2] ; ( \/,_,):’: e (1 5)5"+5
€l c, = = SRl
d) d,=\/16n + 5 — (4n - 9) " \n+3 ’ n

e) e,= (V250" + 3 = \/25n" = 5n)/10 it = i
a) lima, = Iim(\/n’+ 2 - \fni— 2n )= 1

i L offn—3n3 1
b) lim b, = lim [ww’tgn’ -Vion® + 3:1}] = - 2/19/3 b) lim b, = |Im(ﬁ = R

[ 3—(6n+2] _ (VA== (1)
¢) limc, = lim T=|—] = +e
dllimdn=lim[ 16n° +5—4n—9}]—9 =

c) lim¢, = lim

e) lim e, = lim (V25" + 3 — V250"~ 5n/10] = 1120 ) By = "m(

@ Andlisis



5n+5)-"” -
=g

e) lime, = lim
6n—6

5 Sn+ 5§
f) limf, = lim 1—;) =—=e"

Limites de funciones en el infinito

I Dadas las siguientes funciones, averigua los limites que se
indican.

—x+2 s5ix<0

a}ﬂ-ﬂz{

Vx+2 six=0
Jim ), lim fx), lim_ fix), lim fx), lim fix)

v

! I |
T T T
=2 =1 O 1
=14

e

2,‘ 2
x24+1
lim flx), xlin;-_f{xl, fii“- fix), Iinn:I fix)

b) fix) =

v &

=2 —_TO

al lim fo) = +e  lim fix) = +oo
lim fy) =0 lim_flx) =2 Alim fix)
=+ n— 2 x=42

beEnj_ fix) =2 lim f(x) =2 lﬂl‘l‘_l- fix) =2

lim fix} =0
k=0

B Averigua los limites que se indican.

a) fix) =Vx*—1—x

lim__ fix), lllnjﬁ fix), lim fo)y lim_ fix).

x
xI+1

Jim_fx), lim fix), lim _flx), lim f)y lim fo).

b) flx) =

i 3 3 4 | X
alm M)=1 im0
Jim o= b im0 =0
b) lim fix) =0 Jim f)=0 lim fx) =0
Jm =l 0=t lim o0 =
i Calcula los siguientes limites.
a]xl_‘l.n}“(x’ —x*+2x—5)
b) lim_(—3x“+3x* — 7x* — 2x +9)
d,'i"l..(_xs —4x—x+4)
d']ll_i'r!;l“(x‘ +3x°—3x+7)
a) lim (x* = x* + 2x — 5) = +eo
b lim (=3x*+3x’ = 7x" = 2 + 9) = —e0

c) lim (=x° =4 —x+4) = —e

X—s +on

d)liim (x*+3x’ -3 +7) = +e0

=

Hl Calcula el limite de las funciones de la actividad anterior

cuando x — —oee,
allim (x*—x*+2x—5) = —o

A e

bl lim (—3x"+3x" - 7x*—2x +9) = —w=
X =4 —o=

e lim (=X’ -’ —x+4)= +=
A= ==
d)lim (x°*+3x° —3x+7)= 4+

o= e

Calcula los siguientes limites.

—3x*+3x—3
a) lim —————
K=t ¥4 S5y—32
(3 — 5x)°
b) lim
AL -0 — x
o i x*+3x* +7x—8
=t X' —ax’+6
—x? + 5x—1
d) lim ———
’l—- e 3—5x

iy
raf
L

a)lim [(—3x* + 3x — 3)/(x* + 5x — 2)] = —oo

b}r[in:._ (3 — 50%(—9x* — x)] = —25/9
c) lim_ [0+ 3+ 7x — 8)/x" — ax* + 6)] =0

d) lim [(=x* + 5x = 1)/(3 — 5x)] = +eo

9. Limites y continuidod @



Calcula el limite de las funciones de la actividad anterior
cuando x — —oea,

oim, [£52|=-3
am [F2 o
apm |55 -

Calcula los limites de las siguientes funciones.

al"lin]_( x’+1—x]

b) lim_(V2X +4-V3¢ -1
o fim (VI=x- 3x-2)
d) tim_(V2x+5-V2x-3)
e) lim (V16 + 4x - ax)

a) lim (Vm-—x)=0

e

b) lim_ {\/2x2+4 - V3x ~ 1) = e
9 jm_(Vi=x- Va3
1-x>0=2x<

3x—2>0=:x:>%

No existe, porque Dom f= [%, 1] y no esta definida para

valores que vayan a +ee,

d) lim_ (Vars-vVax—s) =0
(\/W— 4x) e

e) lim 2

it ®
Calcula el limite de las funciones de la actividad anterior
cuando x — —es,

a) lim (\/PTT—;:) -

e

b) lim (\/2x’+4—‘\/3x’~1)=
¥ 3 —ea
¢) lim (\/1 —x—VEb:—2J
¥ —f ==
l—=x=0=x<1
2
34’(_2}0"—_31'}?

2
No existe, porque Dom f= [E’ 1] y no esta definida para

valores que vayan a —es,

d}iin:i (V2x+5—\/2x-5)
2x+5:>0=ax>—-g~
5
2x~5}0=ax>3

5
No existe, porque Dom f= [5 +e-a) y no esta definida para

valores que vayan a —e=,

e) lim (V16x2+4x 4)()

Xy ==

@ Andlisis

Calcula los limites de las siguientes funciones,
3x
a) lim 271

K—+ 4=
Ix

b) lim 271
AL

c) lim (th‘l)‘

D i Vax? -1
:—’-“3.. 3x
Viax?—1
m) lim ————
My ——- 3)-'
a2 - 2
n)lin:M
o Vax

a) lim 2270 = 2% = 4

A—e T

b) lim 2% "=

[+ 2V
B u{Sx—B}] _(5) A
(-2 2 ) e i
o, _{5x-3}] '(5) =4

[ 2  P+2
o x+5 x— 5] e
) li 2.4
}va- f X+ 1 -

) lim (Elx+1)2*"2
g#—lti--s 3x
mim_[1-5° 2;]
T 1 -1 JA=£
i) ,'_'.".’E.., [2 N 2]

]

i) tim (2x—=1-Vax +ax+4) = -2
(

k) lim (2= 1-Vax’' +ax+4)=—
= =
= V3
1) tim LS . L
Paarg V@
m) i Y=t 1 V3
ity e 3x \fj 3



Limites de funciones en un punto

Halla los limites laterales de las siguientes funciones en los

puntos que se indican.

—x*+2x—1 six<0
qu[K]—{(x_,”1+2 six=p EMX=0yenx=3
x = x¥—2x
beLr]~——x2_4x+4 enx=2
(1-3x
3 six<1
) f(x) =1 1 enx=0y enx=1
six=1
| x
[ x+1I .
= =
d) f(x) =5 x11 enx=-1yenx=3
six>3
J—x
1 x
e) lim (1+—)
X==r =17 X
a) lim_ fix)= —1 lim, fix) =3= 3 lim fix)
x=0 =0 =0
ﬁqﬂﬂ=6
X =
o oxlx—2x+ 1) (0)
L
JJT: x— 27 0

Jim_ )= - lim, fo) = +eo=> lim fi) = oo

€) lim_ fix) = —eo lim, fix)= +eo=> lim fix) = o=
lim_fod=-2 lim, fo)=-2= lim fl= -2

djlim_f)=-1 lim  fi=1= 3lim fx

ifn;l_ fix) =1 Iir;l fix)=—eo= A Iirni flx)

. Y 1Y
S

HE Calcula los siguientes limites.
X Axt—x+1

.
d:'—'-"—'! (x+1)
5 3

d) lim X—
X=s X

. o x*—2x*—4x+8
e) lim ————
am-2  XP—x=2
2

X===)
f)] im ————
), 2 —ax+8
) lim et —x —-2x+1
B s 6+ 3xt —3x
2

o XE=8

hjx‘—l-njz 2x+1

3 2

o A= AR

B lim————
x—+0 X +x

4x? + 4x
2 x+2x—1
3

— x4+ 2x
k) lim ——
Jx—-sx“—-Zx’—Bx

. 4x*—1
h ~|1"§5z 2x?+3x2 - 2x

i '[ln]

ml‘:r“i'rr]1 [ +x>—x+ 1/ —x]=1

3 B
bjﬁm_(x +xi—x 1):—«.

Fe XJHZK-'_T = iim—x;+xa._x_1 = oo
. (ErEn i
|II'I‘I+ o = +eo

k=1 x —2x+1

li 3/ +1P]1= —os
Aim_ B Pl==e] L e
lim | B+ 1] = 4o
d) |ir‘lg_ [6° —x*)/x®] = + oo

: = lim P —x) /% = o
h‘rnn+ [(‘1‘,5_)‘3}&(6]: _— x=40
k=

e) lim [’ — 21" —4x + 8)/(x* —x — 2)] =0
: x*—x—2
.5, (x3—2xz—4x+8)_—_
( x1—x-2 )
R T T
X —2x*—4x+8
x'—x—2
=% K e PP
x]Lr']z(x3—zx‘—4x+3)
g) iin~1|ﬂ [(2x* —x* = 2x + 1)/(6x* + 3x* — 3x)] = —1/3

lim

+
= =1

h) lim_ [ — 9(2x + 1)]=5/3
i) Jm [ix® — 26 + 20/ + x)] =1
i) lim [(4x* +4x )+ 2x—1)]=—8

-
k) lim _ (_5'_X_+_2L_)= +eo

w37\ x? — 2% —3x

i —x? + 2x _

poat X —ui—3x)
fim —x* + 2% =

= xeald =2 —3x -

) lim ((4x* = 1)/ + 3x" - 2] = 8/5
Calcula los siguientes limites en los puntos que se indican.

1 3
a) lim 2
x—0
1
b)lim2 «
K=+ 0
1
c) lim 2=
x—+0

- _‘_
d) Iirno 2

1
e) lim (2x + 1/3)%-2
X =
f) lim (2x+ 1)
a) Fin'; 2% = e
b) lim 27W_p

€) lim_2"=0
x—0 ]ﬂ. ahﬁa Zm

lim, 2% = 4o
k=0

d) lim_ 27" = +o R
o = Alim2
Rll-r.‘.l.lg+ 2 1!:,;0 x—=0

e) Iin} 2x + (1/3])* 2 =0
Iirr;+ [2x + (173" = 4o

f) lim 2x+ 1) "'=1
=1

}:, E-I‘Iing [2x + (1/3)]"2

9. Limiles y continuidad @



Calcula los siguientes limites.

a,:ﬁm( - )
a=ilx=1 x*=1

: 3 2x+ 2
b.ljlﬁnjl (x+1 x*=1 )
. 1 2
d:]—l-nzl (.\'1— 1 x+1 J
: x+1 x+1
& 1"3'1 (x—-‘t x‘—x)
o lim (x+3__ x+1 )
s =2

= lim

x=s—1

(x+3_ x+1
“Ax+2 x'+ 2

. x4+ 3 x+1
lim i
1

=2t \x+2 x*+2x
(x+3 x +

= lim
X=p=d

f) i : —l)-—
- \x—2 x)

. [x'-4 =
ﬂ'] ;I;I—r-'z x—2 cJar I-t-"—.ll
x*—9
b) li d) lim
Jrl—m! 4x—12 }-\'—- -2t

a) lim Vix* —4)/lx — 2) =2

b) lim V(e —9)/(ax—12)= V3nR=Ven

c) lim _ (x+2/Vx'=4=0

+2
d)lim,, |5 = +e

K= =1 XJ—4

@ Andlisis

2
1
‘ 1 % N
CJ"ILml_ (xz =1 ¥ 1)--— 4o

x+2 x’+2x)=w

EFl Calcula los siguientes limites.

x!_zx x+5
x1—3x-1)

a) lim (
X =1

=5
b) Iil'n2 (2% + 3x + 1)o7

)i .1r"—ir4x+3)"'1
MmN
-1
oL
d) lim (M)‘”
K— =2 X
al lim W= 1 1
it | —3x—1] 27
b) lim (2" + W+ =g
i X +ax+3}e-2
a.0m X = R
[ i+ 2
d) lim 2“2} =Ve
x—s—2 L X
Asintotas

Indica el dominio de las funciones de los ejercicios 18 y 19

y calcula analiticamente las asintotas horizontales y verti-
cales de las funciones representadas, en caso de que las
tengan.
Ejercicio 18

—-x+2 x<0

"’ﬂ"}z[\/xwtz x=0

No tiene asintotas horizontales ni verticales.
Dom={xeERx<0|3(—x+ 2}V
UxeRx=0Ix+2=0=R

b) fix) = 28/(* + 1)
lim fix) = 2, asintota horizontal en y = 2.
¥—be
No tiene asintotas verticales.
Domf=xERIx*+1#0l=R

Ejercicio 19

a) fi) =Vx'—1-x

lim f{x) = 0, asintota horizontal por la derecha y = 0.

X = P
No tiene asintotas verticales,

Domf=xeERIx*—1=0}=R —(-1,1)
B) fix) = /0 + 1)

Iimrﬂx} = oo, asintota vertical enx = —1.

i =

lim fix) = 0, asintota horizontal en y = 0.

A=

Domf=KxeERIxX*+1#0=R—[-1}

Determina la ecuacion de todas las asintotas de las siguien-
tes funciones.

x*—3
a)f=—5_ d) fx) =~
2x 2x*
T e ]
2
o f) == f) fix) =

X
2x*+5 Ve —1
alAV:x=0,x=1AH:y=0
b)AV:x=4,x=1,AH:y=20
c) AH:y =112
d)AVex= -1, x=1AH:y=x—1
e) AVux=1x=2;AH:y=2

fl AV.x=1,x=—1;AH.:y =1 cuando x tiende a +==, &
y = — 1 cuando x tiende a —ee.



Continuidad de funciones Estudia la continuidad de la funcién:

Considera la funcion: ~x=1P+3 six<2
fo) = 2%+ 2 six=0 fix) =4 1 si2<x<4
X¥—3x+2 six>0 —x+5 six=4

a) Dibuja la gréfica, b) Estudia la continuidad. a) Represéntala.

JL”'J+ flx) =zling+ F—3x+21=2
g flo) =Jirrg fix)=12

@ T T T T TW b) Clasifica sus discontinuidades, si las tuviera,
By o i L'“ '
- o ERBEER ¥
|_| i I | (e O U Y| =3 =] 253 M N [ (O Y
b)e 3f0)=2 =11 !v--—z o
1 ;3 |in:f{x}? i _'_2 = 4 5 18
lim_ fix) = lim_(2x + 2) = 2 0} 2 3 4 X
eotg- 00 =1 @ 2 } =3 lim fix) = 2 | _/,1.-_ -1

— 5
L /

Enx=2,f2)=2
Cornlo ya podiamos apreciar en el gréfico, la funcién es lim_fix) = 2 lim, fod = 1= 3 lim fod
continuaenx = 0. x—22 x—32" ey |
La funcién f(x) presenta una discontinuidad evitable en Enx=4,f(4)=1
X = 5, se evitaria imponiendo f(5) = 15. xiiﬂ_f{x) =1 :Ii_r’rl*f[x) = =:'.E'_'T.'; fix) =1
Hi Dada la funcién: fix) = x_‘-?-;%-z_ﬁ En x = 2, discontinuidad de salto.

a) Halla el limiteen x— —1,enx— 2 yen x— 0. EEl Dada la siguiente funcion:

b) Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades,

c) Indica qué valor deberia tomar f{x) en x = — 1 para evitar
la discontinuidad.

d) Indica sus asintotas.
e) Estudia su signo.

2x+1 six=-2
fix) =1 x—1I si—2=x<2
((1—x)x) -3 six=2
Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades.
Domf=R "

i 2&+2 i 2x+1) 2 En x < 2, fes continua por ser funcién polindémica.
el lim =2 M T x-2) 3 En—2 < x < 2 fes continua por ser valor absoluto de un poli-
2x+2 nomio.
L s T En x > 2 f es continua por ser una funcién racional continua
. : x+2 R —
lim —_—— en {0}
2+ 2 X=X I
i, 5 5t fl-2)=-3
2" X=X lim__fx) = —3 lim__ fo) = 3= 3 lim_f(x)
2X+2 X— =2 K= =2 X= =2
lim‘m = —oce f(2) = —7/2
e Nk lim_fx) =1 lim, flx) ==7/2= 3 lim ftx
x =+ = =

b) y d) fix) es continua en R — {0, —1, 2}
Enx=0d.a=x=0a.v.
Enx=2d.a.=x=2a.v.

Continua en | —{-2, 2}
Enx = —2yx = 2 discontinuidad de salto.

Dada la siguiente funcion:

Enx=-1d.e i
Eny =0 a. h. puesto que rIirn fix) = 0. e six<0
-1)=-2/3 =
€ ftﬂ 1) fix) -3
e,lx—x’—2xl=x2{x2—x—2) T six=0
=1 g 2 Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades.
¢ BB # Fe| vt Dom f=R — (~1,3}
X—x—2 + = - A A f(-1)
=P =2 3 A e i |iE'I|_.F{x} = 4o ;.IET-}* fix) = —oo =3 JEI"I] flx) ==
-1 2 A0} =1
Seikx = 5 5 ‘If:r;_ﬂx)=? 'li_l:lg+ﬂx)~“=1 = Ji_rngf{x]fl
¢-¢- N - [ A k-3
lim fix) = lim ———=——=4
x4+ 2 e H + x=3 x—13 X"‘3
=x—2 Continuaen R —{—1,3} x=-1,dax=3,de
Anadlisis 9. Limites y continuidad @



1
Estudia la continuidad de la funcién: f(x) = 22-x
Clasifica sus discontinuidades.
Domf=R — (2}

lim_fx) =2"" = 2*"= +e
Lk _ Alim f(x)
lim, fixy=2""=2""=0 an:
enx = 2,d.a.
Dada la funcién:
CxP+1 six=1
) = [ax 3 six>1

Determina a para que la funcién sea continua en todo su
dominio.

fln=2

Iirr11_ fod =lim (2 + 1) =2 Ifrr11_ fix) = lim{ax+3)=a + 3

Igualando los limites laterales: 2 =a + 3=a= —1

Dada la funcién:

+
ol six=0
x4
4 .
fix) = s5i0<x<1
x—2
X +1 -
six=1

Determina a y b para la funcién sea continua en todo su
dominio.

fio)=—b

3x+b 4
|im_f(x}=|im_( )=—b lim, fix) = lim ( )=—2
x=s0 x=0 b S | w07 x=0t |\ x—2

Igualando los limites laterales: —b= —2=b =2

fﬂ:.:g

a
iil'n_ﬂx}=|im_( 4 ):_4 |er+ﬁx}=”m.(x1+1)=£
21 a1 N =2 A=+ =17 ax 2

1

i 2
Igualando los limites laterales: —4 = SR

Ejercicios de aplicacion
En los seis primeros meses, desde que abrid, una libreria ha
ido anotando el nimero de compradores de cada mes. Este
namero N(x) se puede ajustar por la funcién
1000x — 600
X

N(x) =

Siendo x el nimero del mes contado desde que abri6.

a) ;Cuantos compradores tuvo en el seqgundo mes? ;En
qué mes contado desde la apertura tuvo 900 compra-
dores?

b) Supongamos que esta férmula sirve para predecir el ni-
mero de compradores en el futuro, ;podemos asegurar
que este nimero siempre ird creciendo? Explica razona-
damente tu respuesta.

10002 — 600
a) N(2) = =5 . 700 compradores
900 = 1000600 =5 x = 6. En el sexto mes hay 900 com-
pradores.
1 — 600
b) Si calculamos |i|‘l;l Aper=6y 1000

Como méximo, tendremos 1000 visitantes.

@ Andlisis

Tras un estudio demografico se ha determinado que el nd-
mero de habitantes de cierta poblacién en los préximos
anos, vendra dado por la funcién:

14750 + 3750

2x+1
a) ;Cuél es la poblacién actualmente? (afio x = 0)

Nix)

b) ;Cuél sera la poblacién dentro de dos afios?
¢} ;Y dentro de tres afnos?

d) 5i se supone que el comportamiento de la poblacion es
siempre el mismo, ;la poblacion creceria indefinidamen-
te o, por el contrario, se estabilizaria? Y si asi fuera, jen
qué valor?

a) 3750 habitantes
b) 6650 habitantes
¢) 6857 habitantes
d) Se estabilizard en el valor 7 375 habitantes.

En un cuadrado de lado 1, se unen los puntos medios de
los lados y se forma otro cuadrado, del cual se unen los
puntos medios de los lados y se forma otro cuadrado, y asi

sucesivamente, Calcula la suma de las areas de todos los
cuadrados asi formados. '

Las Areas forman una progresion geométrica decreciente, de
primer término, 1y de razén, 1/2.

Portantos=1/1—-1/2=2
[ Representa graficamente funciones que cumplan las si-
guientes condiciones.
a) Domf=R — {2}, Recf=R,
liﬂ f(x) = +os, ,I_i,":'., flx) = —eo, .‘i"}- flx)=0,

fl0)=0, flx) <0six<0, fix}>0six>0
b) Domf=R, Recf=[—1,0) U {2},

f)= =1, lim flx) =2, lim_f(x)= -1,

lim f[x}=2,rl_i.n3_f{x]=0

¢) Domf=HR— {3}, Recf=R,
""} fix) =0, lim flx) = +ee, lim_flx)=0
d) Domf=R-{-2,3}, Recf=R,
lim_fix) =0, lim fix) = +oo, 'Ijn]!ﬂ-!’l = +es, l_i.nl3 flx) = oo

Peichlatt
e) Domf=R—{—-1,1}, Recf=R,
Iirrlln fix)= Iirr11_ fix)=0,

lim, fix) = lim __f{x)= oo
peSE x——1*

o & FETET T —
__._i_ == 3 Ll = | __"'___.‘__Il
SENESE R ..

| | i
e [—| | IR (SRR T S MR | —
| ] L]
T ) _____|___i_].
s : =} : Y I | T |
____;__4_,_...._[_ - _ =1 __i__.__
o _I,__ 1: i |
EHENEIR'E |1
’. N :
AR S fo 1 -t =
| o/ | I e =
BEEZEEEREN | X
| 1 %
At g
/ﬁ -‘—:.——- 1 _:_ |__JI_. ==,
BEAEREERNEERER
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e
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Evaluacion (pagina 279)

1. Calcula los términos generales y la suma de los 15 primeros términos de las siguientes progresiones aritméticas.

a) 1,4,7,10,...

a) a,=3n—-2 5i5=

b) by=2n-10 S, =

bj —8,—5, —4, _24.... CJ = dj _g;_%r_'lr_%l-"
1 15
a,+a 1443 1 7 2
=1 _1%.95= 5 15=330 ) =50 Sy= -15=60
-5
-8+ 20 1
1 T d) d=3n-2  Ss= 32 15=10

2. Calcula los términos generales y la suma de los 5 primeros términos en cada caso. Si se puede, calcula también la suma de todos
los términos de la progresion geométrica.

a) 1,2,4,8,...

a) a,=2"""

1 n=1
b) b"=(5)

111
b} 1|-2|| 4, s,u.
a, - "—1 1-(2°-1)
5 = =T —3
2 r—1 2—1 il
1 5
(&)
S - =1,9375
3—1
_1 1 5
()
5= . = —0,4979
E‘“—'l
1-(5°=1)
S =781
T 5-1

) ey

1 1
27, —*B?,... d) 1, 5,25, 125; ...
5= —‘1—'1—=2
'|.__
2
1
3 1
R S
3
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3.

Los cuadrados de esta figura se han obtenido uniendo 2 a 2 los puntos medios de los lados consecutivos.
Calcula:

a) El término general de la sucesion que forman los lados.

b) Eltérmino general de la sucesion que forman las dreas.

¢) Lasuma de las dreas de los infinitos cuadrados que se generan.

n=1
Va2
a) Lasucesion es una progresidn geométrica de razén ’\/5!2. El término general es:a, =2+ (T)

.v/' n=1 —_—
b) bn=mﬂn*=4-(—2 =4~(1) <) 5=L1=%=3
2

2 2
e
2

Mediante la definicion del niimero e elabora una tabla con el desarrollo de la sucesién, utilizando una hoja de célculo.

Construimos la tabla de la siguiente forma:

E En una fila horizontal anadimos los términos de la sucesién y en la siguiente fila, se introduce el valor de la sucesién haciendo refe-
rencia a la celda superior.

# Se arrastra hacia la derecha ambas filas para generar tantos términos como se quiera de la sucesién.

E A medida que crece el término, nos aproximamos al valor del ndimero e.

Resuelve estos limites.
a) lim (Vx"—B—Vx'+ 5x) b) lim (\/%¥ =3x—x) ) IinL(xz—Bx—Vx‘+6]'

\fx—3+‘\lx+5f ) -5 —3 =5
a) lim Vx'=3—-Vx'+ 54 —Ilm(\:‘x— — Vx4 )\f-‘ 3+\/x‘+5xz xl—‘-rqm\fx‘—3+\fx‘+5x’ s

) =3+ x ) —_3

6 Jim VTS I (VRS e

_x’—3x+Vx +6 9x’~6xi-6
. P N B VY] o I R
<l xl—lmle =YX T8 xl—I-rTm(Xl 3= V¥ +6)x2—3x+\/x'+6 xl—lﬁm\’z—Bx+ V' +6 .
Calcula los siguientes limites.
. (¥ —5x+6 . [¥—=5x+6
a) !(‘Tz( =4 b) .rll.nlz X =4
) iimxz_SXJrﬁ lim x=2)(x—3) imix—Bl_—_1
" X2 x2—4 t-I(X 2} [x+2) Jr—z-Z(x+2:l 4
lim X—5x+6 _
. X—5x+6 (20 == X =4
b) lim ————=—|= R —5x+6
-2 X -4 0 lm ———= -
= =7" 12_4
Estudia la continuidad de estas funciones y clasifica sus puntos de discontinuidad.
-1 » x—3 si x<3 X—4
@ M=y B = o m=f i  @m=Ty

a) La funci6n es racional, por lo que es continua en toedo su dominio. En este caso, como el denominador no se anula nunca, la fun-
cién no tiene puntos conflictivos. Asi pues, la funcién es continua Vx € R.
b) Esta funcién es racional, continua en todo su dominio. En este caso, la funcién es continua Vx € R — {11. La funcién tiene una dis-
continuidad asintética en dicho punto ya que Iimﬂx} =
x—
¢} Lafuncién estd definida a trozos siendo cada uno un polinomio, asi que, habria que estudiar en la continuidad en los puntos de
unién. En este caso, la funcion tiene una discontinuidad de salto finito para x = 3. Por tanto, es continua Vx € R — {3}

d) La funcién es racional cuyo dominic son todos los nimero reales excepto el cuatro. En este caso, para x = 4 la funcion tiene una
discontinuidad asintética ya que 1irr: fix) = ==. Asi pues, f(x) es continua Vx € R — {4}.
x—

Determina las asintotas de las siguientes funciones.

x¥—=1 X x—3x
- b = =

a) flx) s ) flx) - <) flx) -

a) @ Larectax =0 esuna asintota vertical ya que Iin;ﬂx) = o, # Larectay=1 esuna asintota horizontal ya que lim f(x} = 1.
K=t H—p o

b) # Larectax =1 es una asintota vertical ya que Iim1f(x} = o5, 8 No tiene una asintota horizontal ya que lim f(x) = =,
= X5

¥ Larectay=x+1esuna asintota oblicua ya que limflx) = = |Im( ﬂ:]) =1%#0 lim(f) —x)=1€R

¢) B Larectax= —3 esuna asintota vertical ya que limaf{x} =2, @ Larectay= 1esuna asintota horizontal ya que lim f{x} ===,
£ - = A—p =

@ Andlisis
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DERIVADAS

| estudio de las derivadas sera el hilo conductor de la unidad, los alumnos aprenderan a trabajar con ellas y comproba-
ran su aplicacién en la vida cotidiana,

Alinicio de esta unidad se presenta la tasa de variacién media que los alumnos conocen de cursos anteriores, asi como
la tasa de variacion instantdnea que sera el punto de partida para comprender el concepto de derivada de una funcién en un
punto. A continuacion, se trabaja en dicho concepto asi como en la necesidad de definir derivadas laterales. En ambos casos,
se muestran tanto la interpretacion geométrica como gréficas que facilitan su comprensién. Es importante que el alumno
recuerde los contenidos relativos a limites para poder comprender y utilizar las derivadas.

Se trabaja la determinacién de la recta tangente y la recta normal a una curva a partir de las derivadas, asi como la relacién
que existe entre continuidad y derivabilidad. Finalmente, se estudian las funciones derivadas y el calculo de la derivada de
diferentes funciones y de la composicion de funciones aplicando la regla de la cadena.Y para terminar se analizan diferentes
aplicaciones de la derivada como el estudio de la monotonia y la curvatura de funciones, la representacién de funciones y la
optimizacion

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitiran al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de mds de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT) a lo largo de toda la uni-
dad. A través del conocimiento de las derivadas, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el razonamiento légico-
matemdtico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene
recurrir a los medios informaticos.

Especial interés tienen las actividades propuestas con GeoGebra a lo largo de los epigrafes, asi como las actividades interac-
tivas del test de autoevaluacion que se encuentra al final de la unidad.

A través de la incorporacién del lenguaje matemtico a la expresién habitual de los alumnos, se fomenta la competencia
en comunicacion linguistica (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos matematicos que los alumnos han de
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la
resolucidn de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas (CSC) se desarrollan en el drea de Matematicas mediante la aceptacién de otros puntos
de vista en la resolucién de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver
de diferentes formas, representaciones graficas de funciones derivadas asi como sus caracteristicas, etcétera; para trabajar
con los alumnos que distintas soluciones pueden ser igualmente vélidas. El reconocimiento y valoracién de las aportaciones
ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacion

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque debera adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

i Manejar el concepto de tasa de variacién media y relacionar el concepto de tasa de variacion instanténea con el de deri-
vada de una funcién en un punto.

i Comprender la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto.

B Calcular las derivadas laterales de un funcién en un punto.

Il Determinar la recta tangente y la recta normal.

1 Establecer la relacién entre continuidad y derivabilidad de una funcion.

I Comprender el concepto de funcion derivada y calcular la derivada de funciones y de operaciones con funciones.

1. Derivadas @



B Calcular la derivada de la composicién de funciones aplicando la regla de la cadena.

i Trabajar con derivadas sucesivas y aplicarlas correctamente en el estudio de propiedades de las funciones como la curva-

tura.

I Aplicar el célculo de derivadas en el estudio de la monotonia y la curvatura de funciones, en |a representacion de funciones
y en problemas de optimizacion.

Atencién a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podran utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.

Contenidos

-p-n'na_nmcm DE LA UNIDAD

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Competencias clave

Tasa de variacidn 1.Determinar la tasa de variaddn media ylatasa | 1.1.Calcula |a tasa de variacidn media y la tasa de variacion | CMCT
Tasa de variacidn media de variacién instantinea, instantdnea. L
Tasa de variacidn instantanea CAA
(sC
Derivada de una funcion en 2. Relacionar el concepto de tasa de variacion 2.1,Relaciona el concepto de tasa de variacidninstantdnea | CMCT
un punto instantdnea con el de derivada deuna funcién | con el de derivada de una funcidn en un punto. )]
Interpretacion geométrica enun punto, a
Derivadas laterales 3. Aplicar el concepto de derivada de una funcién | 3.1.Interpreta geométricamente |a derivada de una funcidn | CAA
&0 un punto y su interpretacion geomeétrica en un punto.
al estudio de fendmenos naturales, sociales o 3.2. Determina las derivadas laterales de una funcién en un
tecnoldgicos y a la resolucin de problemas punto.
geometricos. 3.3. Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para analizar la
interpretacidn geométrica de la derivada de una funcion en
un punto asi como las derivadas laterales,
Recta tangente y recta normal | 4.0btenerla recta tangente y normal a una 4.1.Reconoce la derivada de una funcion como la pendiente | CMCT
funcién en un punto dado. de la recta tangente, (8
4.2.Determina la recta tangentea una funddnenunpunto | CAA
dado.
4.3. Relaciona la derivada de una funcién con la pendienta de
|a recta normal.
4.4, Determina la recta normal a una funcién en un punto
dado.
Continuidad y derivabilidad 5. Analizar conjuntamente la continuidad y la 5.1. Analiza la relacidn entre continuidad y derivabilidad de | CMCT
derivahilidad de una fundidn. una funcidn. CL
5.2.Determina el valor de pardmetros para que se verifiquen | CAA
las condiciones de continuidad y derivabilidad de una funcion
en un punto.
Funcion derivada 6. Aplicar el cdlculo de derivadas al estudio de 6.1.Calcula la derivada de una funcidn usando los métodos | CMCT
Concepto de funcion derivada fendmenos naturales, sodiales o tecnoldgicosya | adecuados yla emplea para estudiar situaciones reales y 0]
Céleulo de la derivada de algunas | la resolucidn de problemas geomeétricos. resolver problemas. a
funciones 6.2, Deriva funciones que son composicién de varias funciones | CAA
Derivada de algunas operaciones elementales mediante la regla de a cadena.
con funcianes 6.3. Extrae e identifica informaciones derivadas del estudio y
Derivada de la composicién de andlisis de funciones logaritmicas en contextos reales,
funciones:regla dela cadena 6.4, Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para calcular
Derivadas sucesivas derivadas y comprobar los resultados obtenidos.
Aplicaciones de las derivadas | 7.Aplicar el célculo de derivadas en el estudio de | 7.1.Representay estudia funciones, mediante un estudio Ma
Crecimiento y decrecimiento de propiedades de las funciones y en situaciones completo de sus caracteristicas usando las propiedades de las | (D
una funcidn reales, derivadas,y los medios tecnol6gicos adecuados, ¢}
Concavidad y convexidad 7.2, Resuelve problemas sencillos de optimizacitn CAR
Representacion de funciones relacionados con la geometria o propiedades matematicas e
Optimizacién interpreta el resultado obtenido dentro del contexto.
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‘Repasa lo que sabes (pagina

1. Determina la ecuacién de la recta de pendiente —3 que pasa por el punto de coordenadas (2, —1).
La ecuacién de una recta en forma explicita se puede escribir: y = mx + n.

Si una recta tiene de pendiente —3, su ecuacién sera de la forma y = —3x + n, dado que el enunciado afirma que la recta pasa por el
punto (2, —1) podemos escribir:

-1=(-3)})-24+n=n=5

Definitivamente la ecuacion de larectaes:y = —3x + 5,

2. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva de la funcién f{x) = x* + 1 en el punto de abscisa 2, sabiendo que su pendiente

es

4,

Si la pendiente es 4, la ecuacion de la recta tangente sera de la forma: y = 4x + n, para determinar el valor de n precisamos un punto de
la recta; el punto de tangencia pertenece ala curvay alarecta:y = 2° + 1 =5, el punto de tangencia es: (2, 5).

Podemos escribir5=4:-2+n=n= -3,

La

ecuacion de la rectaes: y = 4x — 3.

3. Calcula los siguientes limites de funciones.

a) lim

x+5
: (V—1—2x—3)_(0) _ ( (—1-2x -9 ) , ( =3 ) —2 -
im| ——————|=|— = lim = lim { —— | =—=——
ia W oL 0} =\ pemivVoi—zm+)) AW —+y)) & 3

1
; x| (o B el (R o A VY o o W SN
it “\o) AT T ararn ) TS om0 T

X==5

:
(V—1—2x—3) | A+hE |
o

4. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

1
a) ﬁx}=?:;

i—z.\r six=4
b) gx)=14 2

Vx—2 six>4

a)

b)

Domf=R—{-1,1}
La funcién es racional, por lo que es continua en todo su dominio.
Para ver el tipo de discontinuidad en los puntos x, = 1y x, = —1 se calculan los limites laterales en dichos puntos:

Para el punto x, = 1 la discontinuidad es asintética.

: 1 =
xl—lml(xz = 'I)_ o
< 1
xl—lurfll'(xl = 1)= e

Para el punto x, = —1 la discontinuidad es asintética.

La funcion g(x) es una funcién definida a trozos compuesta por una funcidn polinémica y una funcion radical definida en su
intervalo positivo. Por consiguiente, la funcién es continua siempre con la excepcién de los puntos de unién, en los que se tiene
que estudiar la continuidad.

En este caso:
lim g(x} = lim ﬁ—zx =8—-8=0
= e 2 it

lim gix) =lim (Vx—2)=2-2=0

X—hd x4

Asi pues, |irr= g(x} =0y ademds g(4) = 0, por lo que la funcidn g(x) es continua en x = 4.
K3

Andlisis



SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Interpretacion geométrica (pagina 306)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una funcién
junto a las secantes que pasan por el punto (2, f(2)) y por (2 + h,
fi2 + h)) y (2 = h, (2 = h)), respectivamente. Moviendo el desliza-
dor se pueden cbtener las secantes para distintos valores de h y
observar la relacion entre las pendientes de las rectas y las tasas
de variacion media de los intervalos.

Regla de la cadena (pagina 318)

En el video se calcula la derivada de la funcidn fix) = i

1+x
Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para hallar la derivada o para que los alumnos repa-
sen el procedimiento.

Representacion grafica de una funcién
y su derivada (pagina 321)

En el archivo de GeoGebra aparecen las representaciones grafi-
cas de una funcién y de su funcién derivada. Se puede observar
que cuando esta es positiva, fix) es creciente; cuando la derivada
es negativa, f(x) es decreciente; y cuando la derivada se anula, f(x)
tiene puntos singulares. Introduciendo nuevas funciones en la
caja de texto se pueden obtener las representaciones de otras
funciones y sus derivadas con las que observar estas relaciones.

Continuidad y derivabilidad (pagina 330)

En el video se resuelve paso a paso el ejercicio 2. Puede utilizarse
para mostrar el procedimiento a seguir para determinar los valo-
res de a y b para que la funcién sea continua y derivable o para
que los alumnos repasen este procedimiento.

Representacion de funciones (pagina 333)

En el video se resuelve paso a paso el ejercicio 6. Puede utilizarse
para mostrar el procedimiento a seguir para representar una fun-
cion o para que los alumnos repasen este procedimiento.

Actividades (paginas 304

Observa la grafica de la funcién representada en la figura, y
calcula, de forma aproximada, las tasas de variacion media
en los intervalos [1, 3], [3, 51, [5, 7), [7, 8], [8, 101 y [10, 11].

v4
5_.
4__
3“ fix)
.1'~
' ——t— O T
Ol 1 2345678291 X
Se aplica la formula TVM,,,, = ﬂbj : ﬂa}
f3)—f1) _0
My i
TVMy; = T T 0
_f5) -3 15 _
TV = 5—3 2 OF5
) —A5 _1
Misz = ===l
TWMea =55 3 =0
8 —-f7) —-15 _
VMg = a—7 1 L

fl10) — fi8) -1
VMg = N = N = —0,5

R11)—=M10) 0
TVMyyg11 = “T1i-10 = 1 =0

Calcula la velocidad (en metros por segundo), en el instante
t = 4, de un mavil cuya ecuacién de movimiento es:

s{r]=3—4t+£;-

. st4+h)—s4)
L .

. B3-4@+h+@+RY)—-B—4-4+4%2)
= lim =
h—+0 h

h2 h
Filhl_r.'r}]—h—-I'l_r.n-z——sztct) 0m/s

Dada la funcién f(x) = 3»* — 3x, averigua f(2).

— fl2+h) -f2)
f{2}—1rr‘1|)—--—--—-——h -
C BE+RP=-302+A)-3(2"-2)
= lim =
h=0 2

=lim (3h+9)=9
h=0

Dada la funcién fix) = 1/x, averigua f'(a), donde a # 0. ;Hay
alguin punto de la gréfica en que F(a) > 0?7 ;Cémo es flx) en
cualquier punto de su dominio?

Aplicando la definicion de derivada en el punto g, se obtiene:
fla) = —1/d’, esta derivada es siempre negativa para cual-
quier valor de a; por tanto, la funcién siempre es decreciente,

iExiste la derivada en x = 2 de la funcién f{x) = |x -2 | ?
¢Por qué?

La representacion grafica de la funcion f(x) = Ix — 2l es la

siguiente:

El punto de abscisa x = 2 es anguloso, por tanto no existe la
derivada de fix) enx = 2

A partir de la funcion representada la figura 11.6 (ver pagi-

na 307 del libro del alumno), determina:

a) Los puntos en los que no es derivable,

b) Los puntos de derivada nula.

c) f(—2)yf4).

d) El valor de la pendiente de la recta tangente enx=—2,
x=0yx=1.

a) La funcién no es derivable enx = —1 yen x = 2 porque
son puntos angulosos y en x = 3 ya que no es continua.

b) La funcién tiene la derivada nula en x = 0, puesto que la
tangente es horizontal y en los intervalos (2, 3) U (3, =) al
ser una funcién constante.

1. Derivadas @



¢ f-2)=1yfl4)=0

d} f(—2) = 1,f(0) = 0y f(1}) = —2, se puede observar en este
tltimo caso que la pendiente de |a recta tangente es —2
puesto que al avanzar una unidad se bajan dos unidades.

Calcula el valor de la pendiente de la recta tangente a

1
y=Fenx=2.

Obtenemos la derivada de y = %aplicando la definicion, asi
, —2
g
—]
En x = 2 la derivada vale y' = T; por tanto, la pendiente de

-1
la recta tangente es m = ErRe

Determina los puntos de tangente horizontal de las funciones:
a) fix) = 2 + Vx b) fx)=2¢ — 3x + 1

a) Determinamos la derivada de f(x) aplicando la definicién:

1 .
fi(x) = ——, este valor nunca podré anularse por tanto la

2V x
funcién no tiene tangentes horizontales,

b) flx)=4x—3=0=x=3/4

Calcula el angulo que forma la recta tangente a la grafica
de la funcién fix) = —2x* + x en x = 0 con el semieje positi-
vo de abscisas.

Determinamos la derivada de f{x), f(x) = —4x + 1= f{0) = 1.
Por tanto, la pendiente de la recta tangenteenx = 0es 1y
forma con el semieje positivo de abscisas un angulo de 45°,

Calcula, si existe, la derivada de la siguiente funcién en el
punto de abscisax = 1.

1
fix)={x e
2—=x six=1
Enx =1 la funcién es continua.
] T f“""h}"ﬂ”_ T_h_i__
R L
1,
o RU+R)=R1)  1+h _
== M )

f1)=-—1
Calcula si, en el punto de abscisa 2, existe la derivada de la
funcién.

six<2
six=2

—x" + dx =1
2x-3

No es continua en x = 2, por tanto no existe la derivada de f
en ese punto.

fix)=

Determina si la funcién f(ix) = [x¥* — 1| es derivable en
=—lyx=1.

No es derivable en dichos puntos, puesto que las derivadas

laterales en ellos son distintas:

fl=1==2f("1=2 F{ly=-Ff.0)=2

Dada la funcién f(x) = {1 — x)*, calcula su derivada en el
punto de abscisa 1. ;Qué puedes decir acerca de la recta

tangente a la gréfica de fen dicho punto?
f1+h—-f1) A
h oy i

La recta tangente es horizontal.

f’(l}zim =0

@ Andlisis

Averigua el valor de la pendiente de la recta tangente a la
curva de la funcion f(x) =x* =1 en el punto de abscisa
x = 2. A continuacion, escribe la ecuacion de dicha recta.
fRR+h-/2) . (@2+h*—1-3
=lim =4

h h=s0 h
El valor de la pendiente de la recta tangente a la curva x* — 1
enel punto x = 2 es 4, y su ecuacién: y = 4x — 5,

f1(2) =;I,|Tu

Calcula la pendiente de la tangente a f(x) = \/; en el punto
de abscisa x = 4. A continuacion, escribe la ecuacién de di-
cha recta.
Fy = i fl4 + h) - fi4) ey Va+h-2 1

g = h Thaae h 4

fia) =2
y—zﬂ%(x—4]:>y=§+1

Averigua en qué punto de la grafica de f{ix) = x* — 2x, la
pendiente de la recta tangente es 4,

f(x+h1—ﬂx)_|, x+h’—2x+h)—(X—2x)
h hae h =
=2x=2=4=x=3

fx) =hlin3 4
-+

Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal
a la grafica de la funcién f(x) = V/x + 2 en el punto de absci-
sax=2,
f2+m—-f2) . Vad+h—-2 1
= lim =
h h=s0 h

4

f2) = lim
h=o

fl2) =2
Recta tangente 2 ]{x 2) LA
= g P g
g ¥ 4 Y 4 2

Rectanormal:y — 2= —4(x — 2)=y=—4x + 10

1 x

Determina si la funcién fix) = (1 +——) es derivable en
x=-=1 2
No es derivable en x = —1, ya que no es continuaenx = —1.
Determina si es derivable en x = 2 la funcién:

=4 six=2

flx)= .
Infx—1) six>2

La funcidn fes continua en x = 2, pero no es derivable, pues-
toquef_(2)=4yf (2)=1.

Calcula el valor del parametro a para que sea derivable en
x=1/2 la funcién:

ax’ + x
fixl={ 4

six< L
2
si xX= l
T2
: 2 . 1 .
Sia= ——, fes continua en x = 7 pero no es derivable en
1 1 1
x= 5 Por lo tanto el punto A3 es un punto anguloso.

2

Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones.

a) fix) = +l
X

b)g(x}=3)r‘—§+\/5x—\/r3:

I ¢ 2
o) 2 A
d.IJDr}—: x’+\/;



[¥]
]

1

a) a"(x}=3x2—?
b) g0 = 9 — 35+ /2
¢) h'ix) = 3x“—%

; 1 6 V3
d’f{x]:‘ﬁ-l-;““

2):\/;

Calcula la derivada de cada una de las siguientes fun-
ciones.

_ A " 3x

a) fix)=x"-Inx c) hix) =1
b) 9‘M=\/;'|:osx d) ilx) = Vi
Vx+1

a) Flx) =x" + 45" - Inx
COs X — 2% - senx
2Vx
=3

¢ h{X]=E_—1F—

b) g'lx) =

d) i'lx) =

1
Wx- (Vx+1)
Calcula la derivada de f(x) = x* In x y halla la pendiente de
la recta tangente a la funciénenx =1,
La funcién derivada es Fix) = x> + 4 - Inx= f(1) = 1.

Luego la pendiente de la recta tangente es m = 1.

" 3x
Calcula la pendiente de la recta tangente a h(x) = e
enx=1. x
La funcién derivada es: () = ——— = 1) = —>
) (3x — 1)? 4
Luego la pendiente de la recta tangente es:m = ---3-

Dada la funcién fix)=x"—3x*+ax + 1, calcula el valor
de a para que la pendiente de la recta tangente en x =1
5
sea — —,
2

Calculamos la derivada:
f‘{x]=3f-6x+a::~—-§-=3-1’~6-1+a=>a=]5

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) fix)=e* e) flx) = sen’x
b) flx) = (x+1)- 27" f) f(x) = senx’
¢) fix)=In(x+e™ g) fix) = cos 2x°

d) fix) = sen 2x h) f{x) = senx* — cos X
a) Flx) = 2e*
B) F)=2"""-[1+(1 +x)In2]
I - 2]
o) )= Py

d) Fx) =2 cos 2x

e) flx)=sen 2x

f) flx)=2xcos ¥

g) Flx) = —4x sen 2

h) fx) = 2x (cos ¥* + senx?)

27}

28]

Dada la funcion f(x) = 3x* — x, calcula (1), f(—2) y £“(2).
f(1)=6:1-1=5f-2)=6,F12)=0

Halla las derivadas sucesivas de la funcién fix) = — 2.
Fx) = 32 Fx) = 6x, F"(x) = 6, F'(x) = 0, Flx) = 0...

) =0

Calcula la segunda derivada de la funcién:

(x+a’+b
—x+al+b

Primero calculamos la primera derivada:

.| 2x+a)

Y ahora podemos calcular la segunda:

six=a
six<a

fix) = [

six=a
six<a

wa_ | 2 sSix>a
Flx) = [ -2 six<a
Determina la funcién derivada de la funcién:

x—1
Inx

six<<1
six=1

flx) = I

La funcidn derivada es:

1 six>1
flx) =

1
—  six=
b'¢

Determina los intervalos de concavidad y convexidad de
las siguientes funciones, indicando, si existen, los puntos
de inflexién.

_|+2 six=o0
#) Ry 27%* §ix>0
b) fix) = =
e
o fix)=x-e"
d) fix) =x—e"
e) ﬂx,=i‘z_:3£i'_’_
f) ﬂ.'x)=ln—x
- 3
g) fx) = x — V@
h) f(x) = sen x — cos x, en (—=, w)
o [2 six<0
ajf{x}ﬂ[f'”ln’x six>0

fes siempre céncava. En x = 0 hay un punto anguloso. No
es un punto de inflexién,

=2 +x

b) f'lx) =

fes convexa en (—==, 2) y concava en (2, +sa). En x = 2
tiene un punto de inflexion.

) ) =e* (4 + 6x)
fes convexa en (—e=, 0) y concava en (0, +=a). Enx =0
tiene un punto de inflexion.

d) f'(x) = —e"
fes siempre convexa.

2
e) f'(x)= 3

fes convexa en (—e, 0} y céncava en (0, +eo<). No existe
punto de inflexion.

f fﬂmzzln:;—B

1. Derivadas @



fes convexa en (0, ¥ y concava en (e?, +eo), En x = *?

tiene un punto de inflexion.

2
g) fix)=—
IxVx
fes siempre céncava. En x = 0 hay un punto anguloso que
no es de inflexion.

h) f{x) = —senx + cos x
fes conecava en (—3w/4, w/4), y convexa en (—, —3w/4)

y (n/4, ). En x = —3w/4 y en x = «/4 tiene puntos de
inflexién.

Dada la funcién fix) = —x* + 3x — 2, determina los extre-
mos relativos y los intervalos de monotonia.
Determinamos la pendiente de la recta tangente en x = 3,
f)=—2x +3=F3)= -3.
A continuacién calculamos las coordenadas del punto de
tangencia: y = —3* + 3 -3 — 2 = —2, el punto de tangencia
es (3, —2).
La ecuacion de la recta tangente serd de la forma:
y=—3+n=-2=-=3-3+n=n=7
Por tanto, la ecuacian de la recta tangenteesy = —3x + 7.
x+1
2—X
tiene una recta tangente de pendiente 1/3, y escribe su
ecuacién.

Averigua en qué punto de su grafica la funcion f(x) =

i TR
e igualamos f(x) a 3

Derivamos la funcién, f{x) = -3

3 1
— = — ¥ —4x—8=
C-x 3 = x—8=10
Se resuelve la ecuacion y se halla x= —1 y x = 5. Luego exis-

: 1
ten dos rectas tangentes de pendiente 3

X
La ecuacion de la recta tangente serd de la formay = % +n.
Determinamos los puntos de tangencia: (—1,0) y (5, —2).

= |
0=T+n:¢n=0,235
X
La ecuacion de la recta tangente es y = 3 + 0,235.

5
=2 =§+n=>n: =3,235
X
La ecuacion de la recta tangente es y = 3 3,235.

Halla en qué punto es paralelaalarectax + 2y —3 =01la
recta tangente a la curva de la funcién f{x) = Vix - x.

1
Larectax + 2y — 3 = 0 tiene de pendiente 7

1 1
Derivamos la funcién f{x) = ——= — 1 e igualamos a 3
2\Vx

—-—1-— -1= +J2-=>x= 1, el punto pedido es (1, 0).

2Vx
Halla los puntos criticos de fix) = xe”.
Derivamos e igualamosa 0, flx) = &' (x + 1) = 0= x= —1.

1
Por tanto, las coordenadas del punto pedido son: P(— 1, —;)

Calcula las rectas tangentes a la funcién fix) = X+xr—3x+2
en los puntos de interseccion con larectay = —2x + 3.

Determinamos en primer lugar los puntos de interseccion:
P+ —I+2=-W+3=x=1yx=—1

@ Andlisis

Fix)=3"+2x—3

F(1) = 2, el punto de tangencia es (1, 1).

La ecuacion de la recta tangente serd: 1 = 2 -1 + n
=n=-1=2y=&-1

f(—1) = =2, el punto de tangencia es (—1, 5).

La ecuacién de la recta tangente serd: 5 = 2 - (—=1) + n
=n=7=y=-+7

Larectay = 2x — 3estangenteafix) =ax’ + b + x — 2
enx = 1. Averiguaay b.

fx) = 3ax* + 2bx + 1
fM=3a+2b+1=2=3a+2b=1

El punto de tangencia pertenece a la recta y a la curva.
y=2-1-3=-1=P(1,-1)
“1=a-1P+b-1"+1-2=2a+b=0

-+ =
i =a=1b=-1
a+b=0

Resolvemos el sistemna: {
Averigua los intervalos de monotonia de:
f)=—2¢ -3¢ +12x— 1
Calculamos la funcién derivada e igualamos a cero:
flx)=—6X—6x+12=0=x=—2yx=1

Intervalos de monotonia: (—e, —2) U (—2, 1) U (1, +=e). Al
sustituir un punto de cada uno de los intervalos en la funcién
derivada y observar su signo, obtenemos que la funcién es
creciente en (—2, 1) y decreciente en (—=s, —2) U (1, +=s).

X
&+1

Determina los extremos relativos de la funcion fix) =

1
on-n-{-3]

Al derivar la funcién, f{x) =
tiene:x=0yx = —1
Intervalos de monotonia:

1 1
{—eo, =1} U (—l, —3) U (—? 0) U (0, +oo).
1

+2x .
Wa e igualarla a cero se ob-

Tenemos un maximo relativo en (—1, —1) y un minimo relati-
vo en (0, 0).

Averigua los puntos de tangente horizontal de f(x) = 4x’ — x".
Estudia si son todos extremos relativos, indicando los interva-
los de monotonia de la funcién.

Los puntos de tangente son los de derivada nula:
12 -4 =0=x=0yx=3
Los intervalos de monotonia son (—ee, 0) U (0, 3) U (3, +e9)

El punto (0, 0) no es un extremo relativo, el punto (3, 27) es
un maximo relativo.

x
Dada la funcién fix) = —, indica:
Inx
a) El dominio.
b) Los puntos singulares.
¢) Los intervalos de monotonia.

a) Dom f= (0,1} U (1, +e)
b} Derivamos e igualamos a cero:



Inx —1
In’x
¢ (0,1)U(1,e)U (g +=)
0

fiix) = =0=x=e=(ge)

El punto (e, e) es un minimo relativo.

A partir de la gréfica de f/(x) que se observa en la figura,
indica los intervalos de crecimiento de la funcién f{x) y sus
extremos relativos. A continuacién, esboza una posible
representacién de fx).

= =
Lo 1]
ko —
}> - |
| 4 =!
| 5 x
. &
1 N
L1 1\

La funcion es creciente cuando su derivada es positiva, en el
intervalo (=2, 4), y decreciente cuando su derivada es negati-
va,en R — [-2,4].

Enx = —2la derivada es negativa y la funcién pasa de ser de-
creciente a ser creciente; por tanto, tenemos un minimo rela-
tivo. En x = 4 hay un méximo relativo.

Representa la funcion fix) = x* + 3x* — 9x + 5, indicando:
a) Los puntos de interseccion con los ejes,
b) Los puntos singulares.

a) ConelejeX,y=0=20=xX+32- 9% +5=3x=—5y
x = 1; por tanto, los puntos de interseccion son: (=5, 0) y
(1,00

Conelgje ¥, x = 0=y = 5; por lo que el punto de corte es
(0, 5).
b) Flx) =3 +6x—9=0=3x=—3yx=1=(—3,32) y(1,0)

RPN

—3x+1

Representa la funcidn flx) = 7 indicando:

- —
a) El dominio y la continuidad.
b) Las ramas infinitas.

¢) Los puntos de interseccion con los ejes.
d) Los puntos de tangente horizontal.

a) Dom f = R — {2}. Es continua en todo su dominio.

b) lim (=3x+1)/(x—2)=-3

c) EeX,y=0=0=(-3x+ 1)/(x — 2) = x = 1/3; el punto
de corte es: (1/3, 0).
Eje ¥, x = 0=y = —1/2, el punto de corte es (0, —1/2).

d) f{x) = 5/(x — 2)", la derivada no se anula nunca, por tanto
no existen puntos de tangente horizontal,
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Construye la grafica de una funcién que cumpla las si-

guientes condiciones:

i Domf=R—-{-2 2}

i Asintotas verticales:x = —2,x =2

1 Asintota horizontal: y = 1

i Puntos de interseccién con los ejes: (—4, 0), (4, 0) y (0, 2).
i

Decreciente en (—e=, —2) U (=2, 0) y creciente en
(0, 2) U (2, +ea).
T
NS S N |
| |
-
|
I

Encuentra dos nimeros cuya suma sea 100 y cuyo produc-
to sea maximo.

a+b=100=a=100—b
P=a-b— Plb) = 100b — b

Se trata de una funcién de segundo grado, cuyo maximo se
encuentra en b = 50.

Luego se trata de los nimeras a = b = 50,
Se quiere construir un rectdngulo con un alambre de longi-

tud, /. ;Qué dimensiones ha de tener el rectangulo
para que su area sea maxima?

2a+2b=I=a= "'22!’
]
A=a-b—=Alb) = » 22b
Se trata de una funcién de segundo grado, cuyo méaximo se
encuentraenb = ﬂ-i
2 —9 4.

1
Luegob=a = 2 esun cuadrado.

Entre todos los tridngulos is6sceles cuyo perimetro es 36
cm, calcula el que tiene area maxima.

36=20+b=>a=18—%

Vas? _ K2
XA~ A= = T

4
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El valor maximo de la funcién se alcanza en el mismo punto
que en el cuadrado de la funcién:

(A%(b)) = —54b + 648b

(A%b))' = 0sib=0yb=12b = 0no tiene sentido.
(A%(12))"= —108 - 12 + 648 = —648

Como (A*{12))" <0, se trata de un maximo.

Para que tenga sentido, el triangulo debe ser equildtero, de
lado 12 cm.

Ejerciciosy problemas (paainas 334/338)

Tasa de variacion media

Bl Calcula la tasa de variacién media de las siguientes funcio-

nes en el intervalo que se indica.
a)fix)=x+2en[—1,5] g) fix) = log x en [1, 10]

b) fix) =x*+3en[0, 1] h) fix) = 2*en[—10, 1]

o f) = +xen[0,3] i) fix)=V2x+ Ten[4,12]
d) fix) = x’ + 4 en [4, 6] i) fx) ="+ 1en[x x-+ hl]
e) fx) =x*+x*en 0, 2] k) fix) = V> en [x, al

x+1
f) fix) = =3 en[—=1,11 1) fixX)=In(x—1)en[2 3]
al 1 d) 76 gl 1/9 j Zx+h
P +ax+ad
b)1 e} 10 h) 01817 h)r————e
Ve +Va
c) 4 f) —1 i) 1/4 ) In2
Si una funcion tiene una tasa de variacién media negativa

en un determinado intervalo, ;puede afirmarse que la fun-
cién es decreciente en dicho intervalo?

Si una funcién tiene una tasa de variacion media negativa en
un determinado intervalo, no puede afirmarse que en este in-
tervalo sea decreciente, ya que puede presentar intervalos de
crecimiento y decrecimiento y tener una tasa de variacion
media global negativa.

v

Demuestra que la tasa de variacion media de las funciones
del tipo f(x) = ax* + k es la misma en un determinado inter-
valo, independientemente del valor de k.

Sea el intervalo de amplitud h, {x, + h, x,).
ale, + )’ +k—ax’—k
. =

TVM, [, + h, x] =

h +ah*
#z—ﬂ"q"‘j;“—gh—:2axo+ah

Es decir, el valor de k no interviene en el valor de la tasa de
variacion media.

Tasa de variacion instantanea

Calcula la tasa de variacién instantanea utilizando la

flx) — fla)
x—a

formula: TVI (@) = lim en las siguientes funcio-

nes, en los puntos que se indican.

@ Andlisis

a)lfix)= —x+2enx=10 dfixi=xenx=a

b)flx) =xenx=2

e) fix) = enx=a

x+1
f) fix)= \/;enx=a
-1
o {a+ 1)

c) fo)=x+1enx=0

a) =1 c) 0

H—

d) 3d°
2Va

b) 4

Derivada de una funcién en un punto

Utilizando la definicién de derivada, halla la derivada de las
siguientes funciones en los puntos que se indican.

a) fix) = (3 - x12enx=\2
b) fix) = x* + 2xenx =1

c) f) =[x — 5P enx=1/2
d) fix) = 1/{x — 2)enx =0

e) fix)=1/Vxenx=4
a) F(V2) = -112

b) f(1) =4

¢) F(1/2)= -9

d) £(0) = —1/4
e) f{4) = =1/16

Aplicando la definicién de derivada, calcula la derivada de
las siguientes funciones en los puntos que se indican.

al fx)=x +x enx=2 dji{x]zgenx=5

b)glx)=»x+3enx=1 e}jb{]zx+senx=—4
c) h{x}=%enxﬂ—1 f) klxi=Vx+1lenx=2
a) F(2)=16 d) i5) =%
b)g(1)=3 e) j{—4)=—1
1
h=1=-1 fl K)=—+=
C} ( ] 2_\/3

Si existe la derivada de una funcién en un punto, jesta es
una funcién o un nimero real?

La derivada de una funcion en un punto es un numero real.
Si en un punto la recta tangente a la funcién f(x) es paralela
al eje de abscisas, jqué ocurre con la derivada en ese punto?
Si la recta tangente es paralela al eje de abscisas, la derivada
es nula.

Teniendo en cuenta la gréfica, indica cudl de las siguientes
afirmaciones es incorrecta:

a) fla)=0

b) f(a) no existe.

¢) f{x) es continua en a.

Y

oy IS S
=y
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La afirmacién incorrecta es que f(a) = 0, ya que, dado que a
es un punto anguloso de la funcién, f(a) no existe.

M ;En qué punto no es derivable la funcién fix) = |x +2 I 7

La funcién f(x) = Ix +2 l es una funcién continua en R, cuya
expresion se puede desdoblar del siguiente modo:

a) f(0)=0
b) f(—3) y f(3) son iguales pero de signo contrario.

[} Dada la representacion grafica de f{x)

six<-—2

—%—2
flx) =
x+2 sixz=-2
x= —2es el punto de unidn de los dos trezos, por lo que, pa-
ra calcular la derivada en este punto, es preciso calcular sus

derivadas laterales:

—2+h —f-

O il i

h—0 h
B = P
_'hl-.u h B hl_l':'lﬂ h
#(~2) = lim fi-2+h) —f-2) _

h—0
i —2+h+2-0_|, 3_1
" b0 h Tene R

La funcién no es derivable en el punto x = —2, ya que, en es-
te punto, las derivadas laterales no coinciden. Por tanto,
Af(-2).

[l Aplicando la definicién de derivada, calcula £(3) en las fun-

ciones que se indican y di si las funciones son crecientes o
decrecientes en dicho punto.

a) i) = (x + 1 b) flx) = ——

x—2
a) f(3) = 8>0= fes crecienteen x = 3.
b) f(3) = —1<0= g esdecreciente enx = 3,

Observa la grafica de la funcién fix) y di qué valor tienen,

aproximadamente:
a) f{0)
b) xsifix)=0

c) (0)
d) f(—2)

| 1 [ ] |
o | i P 1 S S T
! __!__.!_____4_._.-;—.3__.__j___...._ . l | - e
- — ..._!_;_I.. S S [, S S — - l_l__ =
a) fl0) = —1 ¢ fl0)=0
b) x=—2,x=2 d) f1-2) = —‘5

Determina:
a) f(0)
b) ;Qué relacion existe entre f{—3) y f(3)?

|
|

Determina:
a) Los puntos de derivada nula.

b) Los intervalos de derivada positiva y los intervalos de
derivada negativa.

al fix)=0=x=0,x=2

b) En (—es, 0) U (2, +02) la derivada es positiva, en (0, 2) la
derivada es negativa,

Dadas las representaciones graficas de las funciones

flx) = — 3Py glx) = x* — 3

U N

A partir de las graficas, determina la derivada de cada una
enx=—1,

Es mas rapidamente creciente la funcion f(x), puesto que su
recta tangente tiene una pendiente mayor.

@ A partir de la grafica de la funcién f{x), y de las de las

tangentesenx = —1,x = 0 y x = 1, calcula f(—1), f(0)
y f(1).
T T T &

10) = —-
f10) = 5
fl1)=2

1. Derivadas @



Averigua en qué puntos no es derivable la siguiente
funcion:
fix) = | —x—2|
Dado quex’—x—2=(x-+ 1) (x—2),enlos puntos x=—1y
en x =2 lafuncién no serd derivable.

x—x—2 six<-1
fix)= {—x*+x+2 si—1=x=2
x1=x—2 six>2

fl-N=22-1=-2-1=~

3} = Af(-1)
f-1)=—2+1=2+1=3

flQ)=—2+1=—4+1=-3

} =4 f(-2)
fl2)=2x—1=4—-1=3

B Explica por qué no es derivable en x=0 la siguiente
funcion:
_|x¥+1 six<o0
ﬂx]“{—xa-z six=0

flo)=2

Iing_f{ﬂ = limubfz +1)=1

by =T = Alim fix)
Iir:gj{x) = lim (-x+2)=2 =2l
Parque f{x) no es continua en x = 0.

[El Dien qué punto no es derivable la siguiente funcién defini-
da a trozos:
X six=2
xRy = {43' six<2
La funcién esta definida a trozos, es continua puesto que
f(2) = 8 y los limites laterales, cuando x tiende a 2, son iguales
yvalen 8,y la derivada existe en todo punto de R—{2}.

En el punto x = 2, que es el punto de unién de los dos trozos,
debe calcularse la derivada, si existe, mediante las derivadas
laterales:

(2+h’—-8

f2+h-fa _
h i - h
hi6h+12+h)

f.(2)=lim,

8+6h'+12h+h -8

=fm, h g h
=Limn(6h+12+h2)=12

o RN -A2) _ . 42+h -8 _
e S
i a+4h—a_“ B+4h—3_4
_r:lTn h _n[.nu h -

Dado que las derivadas laterales no coinciden, A £/(2).
Es aconsejable que los alumnos realicen la representacion
grafica para que constaten que se trata de un punto anguloso.

H] Dadas las siguientes funciones, indica en qué puntos no
son derivables. Razona por qué.

a) fix) = |x — 3|
b) fix) = |¥ — 1|
x+2 six<0
< ﬂsz[_x+1 six=0
x+2 six<0
djﬁx]={x’+2 six=0
al Enx=3

—x+3 six<3
Porque flx) = x — 3| =1, _ 3 gy=3 Ylasderivadas

laterales en x = 3 no son iguales: por la izquierda es —1y
por la derecha, 1.

@ Andlisis

También se puede razonar que en ¥ = 3 hay un punto an-
guloso.
b)Enx=1yenx= -1
=1 six< =1
Porque flx) = — 1| ={ = +1 si=1=x< -1 ylas
=1 six=1
derivadas laterales en x = —1y enx = 1 no son iguales:
i Enx= —1,porlaizquierda es —2, y por la derecha es 2.
% Enx =1, porlaizquierda es —2, y por la derecha es 2.
También se puede razonar que enx = —1 yenx = 1 hay
puntos angulosos.

¢) En x = 0 la funcidn no es continua, por lo gue no es deri-
vable en este punto.

d) La funcion es continua en x = 0, pero no es derivable, por-
que las derivadas laterales no son iguales en x = 0: por la
izquierda la derivada es 1, por la derecha la derivada es 0.

Se puede razonar a partir de la representacién gréfica de
la funcion.

Fl Dada la siguiente funcién:
x+1
flx) =
x—1
Calcula la ecuacién de la recta tangente y normal en x = 2,
Recta tangente:y —3 = —2(x — 2)

1
Recta normal:y—3 = El{x -2

Funcidn derivada

E¥] ;Es lo mismo derivada de una funcién en un punto que
funcién derivada?

No, la derivada de una funcién en un punto es el valor de la
pendiente de la recta tangente a esta funcidn en este punto,
y la funcién derivada es aquella aplicacién que asocia a cada
valor de x el valor de la derivada de la funcién en x,

Si la funcién f(x) es continua en R, jes derivable también
en R?
Si la funcidn fix) es continua en [ no tiene por qué ser deriva-
ble. Lo contrario si que es cierto.

Calcula la funcién derivada de estas funciones.

a) fix) =x"+ 2x
b) flx) = (x + 2)°
) flx)=x"-5
d) f{x) = 2" + 9¢°

G, i 4
i R G

f) foo)=(x+2Vx)
g) fix) = 3V + 2Vx + Vax
— 1
h) fix) =x‘\3/x’ +7x+
Ve

. 27 4x 1
& Bpimraeie e
D Ro=1+2-=

3
) o) = 5

VRV

D )=~ - 3¢

m) o =2Vx+ Vax



n) fix) =2V
A) fix) =2x" - 3x* +1

o}ﬂx}=1—%

P}ﬂx}=5\'§+\f§;—%

Inx 2
q) fix, N=—=t—

K ) =V + Ve
s) fix) = (2 — 6x)’

t) ﬂx}=3x\/§—%
u) fix) =3x (x* -2)

a) fix)=3x*+2
b) fix)=2x+4

c) flx)=

d) flx) = 6x* + 18x

f) flx)=3x* +15x2 + 24x + 12x"i

; ¥ 1 x4
8l Fig)= ‘\f_ V;_,— 3V X
o SVX 2
h) F0 == g
i) f'tx;=f§+i;~
2 &
j) f)=——+—

X

=

2 9
k) fix)=———+
WV 267 Vx

I} flx)= —-134 — 2x — 9x*

m) flx} = 7—' % T_
7x*Vx
2

n) fix) =
i) f(x) = 8x* — 6x
o) flx)=—

p) flx) =

I T
IIJf{X}—?x 3

3IVx 2
) fl)="—""+
b e 3Vx
s) fix)=—24 + 72x
0 s Vx 3
2 avk
u) flx)=9x"-6
2 3
v) flx) = 7 7
w) ﬁtx>="1);T
e r T |
x) flx) = 22 + 3
1
y) fx) =
3V
z) ,Pm:M
2(Vx - 5)
Calcula la funcién derivada de estas funciones.
a) fx) = = x=Vx
2 +Vx
b)Ax) =0 —x+1)&"
c) flx)=—
d)flx)=(xX+3x—1)- (2% —1)
e) flx)= 2“-:
2x
f ﬂx,_x—-1+xz-1
1-Vx
g) flx) = 7
Sx
h) fix) =
e""+2
i) ﬂx}* =T
senx+ cos 2x
j) fix)= S
k) fix) =3x senx+4
—2x
i ﬂxl—m
m) fd = e+1
njf{x] senx
7) fix) = '"4"
+1
===
p) flx) =
q) fix) =x*-senx
r) fix)= 2x+:
s) flx) =ex-2x+x*
e”
t) ﬂx!——2;
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u) fix)=Inx-senx

Vx
v) fix) = &
w) flx)=x"-3"
¥ 8x= In 3x

y) flx)=e*-cosx +2*

o fo = SVt 342

W2+ V)
b) Fix) = " (x* +x)
3w —x’

c) fix)= pr

d) Fix) = 10x* + 24x* — 6x* — 2x — 3

e) fixi = ﬁ
f) ) =— ssz_?},— 2

:
g) F) = ;‘—\;F,; - ;\:‘,f
h) ) = %’—’i
i) = {—;2"-:;3.7

i) fx)=2cosx
k) f1x) = 3(sen x + x cos x)

oy BX+2
m) fx) = —e e +2)
) = COSX
n) flx) = 3
) Fog = L0
o D
OJf(X:'—(x_ni
x—1
pJf’(x}=E[xx, )

g) f(x) = 2xsen x + x" cos x

-2~ 2~ 2
bt = 1)

s) F)=2(xe"+e"+x)

8 Flx) = ﬂ—z—_ﬂ

r) fx) =

senx

u) fix)=Inx-cosx+
1—2x
2Vx-e*

w) fx)=3"% (x-Inx+3)

e 2
x+In?3x

v) flx) =

x) fix) =

y) f(x) = e* (cos x — sen x)

@ Andlisis

i Obtén, a partir de las graficas de las funciones, las de sus
funciones derivadas.

Aplicaciones de la derivada

Calcula cual de estas funciones es mas rdpidamente cre-
ciente para x = 2.

i flx)=6x—4xX—10x+5

1 glx)=12x"—4x+3

Para saber cual es mas rapidamente creciente para x = 2, de-
beremos hallar el valor de la derivada de las dos funciones
parax=2:

Fix) = 18x* — 8x — 10 = f(2) = 46

g'lx) =48x* — 4 = g'(2) =380

Tiene la derivada mayor g(x), por tanto, esta es la funcién mas
rapidamente creciente.

Dada la funcién flx) = ax® — 3x + 5, calcula el valor de a
para que f'(1) =9.

Se calcula, en primer lugar, la derivada de la funcion:
flx)=2ax—3

Enx=1tenemos: f(1)=2a—3
Sif(1)=9,entonces:9=2a—-3=a=~6

La funcién s(t) = 30 — 5¢° expresa el espacio que recorre

un cuerpo en caida libre en funcién del tiempo, donde s se
mide en metros y t en segundos.

Calcula la velocidad media de |a caida y la velocidad instan-
tanea ent = 2 sy en el momento de llegar al suelo.

vV, = —10m/s
v(2) = —20m/s

v(V6) = —10V6 mis



Los signos negativos indican que en el sistema de referencia
la caida tiene velocidad negativa.

Calcula la ecuacion correspondiente a la recta tangente a la
funcién f(x) = 7)% + 4x — 7 en el punto de abscisa x = 3.
fix)=7x*+4x—7

fix) =14x + 4

En el punto de abscisa 3, f(3) = 46, que es |la pendiente de la
recta tangente en ese punto.

Calculamos el valor de la ordenada del punto de abscisa 3:
fi3) =68

Podemaos escribir;
y—f3)=F3)x—3)=y—68=46(x—3) = y=46x— 70

Halla la ecuacién de la recta tangente a esta funcién:

![x}=2+\f;' enx=~i—

1
) =—=
2Vx

:
()-43-55

Por tanto, la ecuacién punto-pendiente sera:

1
y_Yo=mL“_qud0ndem=~\7—;

3 3 Va
=Z y=2+_[==24—
X 4,)«ﬂ 2 2 2 >
Por tanto:
. _ﬁ_L(x_f')
g 2\ 4
(En qué punto es paralela la tangente de la funcién

fix) = il 7x a la bisectriz del primer cuadrante? ;Y a la del

segundo?

Para que la tangente sea paralela a la bisectriz del primer cua-
drante, su pendiente debe ser 1.

X X
flry=—— —_— 7= =
(x) 5 = > 7=1=x=16
El punto buscado es (16, —48).

Para que la tangente sea paralela a la bisectriz del segundo
cuadrante, su pendiente debe ser —1.

X
f’{x}=§—?=a?—?= —1=xx=12
El punto buscado es (12, —48).
Calcula el punto de la curva y = 2 + x + x* en el que la tan-
gente es paralela alarectax — y = 0.

La curva corresponde a una funcién polindmica de segundo
grado, continua y derivable en R.

La recta x — y = 0 tiene pendiente 1; por tanto, buscamos el
punto en el que la derivada es 1:

Y=1+2=21=1+2x=x=0=y=2=(0,2)
Halla en qué punto es paralelaalarecta3x—y+2=01a
recta tangente a la funcién f{x) = x* — 6x + 5.

La pendiente de larecta 3x —y+2=0es 3.

La recta tangente, si debe ser paralela a esta recta, debera
tener la misma pendiente;

flx) = x*—6x + 5=;f’{x}=2x~6=3:>x=%

El punto buscado es P (2, f(-g-)), es decir, P(E. i)

2 \2 2
Halla los puntos de tangente horizontal de la gréfica de
fix) = 3x* + 2¢ — 3,

fix) es una funcién polinémica; por tanto, continua y deriva-
ble en K.

Una recta horizontal tiene pendiente nula, por lo que f{x) = 0.

Flx) = 12x° + 6x° — 6x

Flx) =0six(22 +x—1)=0=2x(2x— Nx+ 1) =0=>x=0,
1

x= > yx=—1

Los puntos de tangente horizontal son los de abscisa x = 0,

x*I— x=-1
g Tk

Averigua los puntos en los que la recta tangente a la

4
curva de la funcién f(x) = — + x cumple:

X
a) Es horizontal.
b) Es paralela a la recta y = 2x + 3.

a) La pendiente de una recta horizontal es m = 0. Por tanto,
hemos de buscar en qué punto, x,, se cumple que fi{x,) = 0:

8 8 8
fl)=——+1=2-S+1=0=—=1=x=2
X X X

El punto buscado es P(2, f(2)), es decir, P(2, 3).

b) La pendiente de la recta dada es m = 2. Por tanto, hemos
de buscar en qué punto, x,, se cumple que fx,) = 2:

Lf e — — — 8 —_— — — —
f(xl—xg +1= 73 +1-2=>x3- 1= x= -2

El punto buscado es P(—2, f(—2)) , es decir, P(—2,—1).

Determina los puntos de la grafica de f(x) = x* — 5xen los
que la recta tangente es paralela a la bisectriz del segundo
cuadrante. Halla las ecuaciones de estas tangentes.

flx) =4x — 5
La pendiente de las tangentes buscadas es —1:
“1=4C -5 =1=3x=1

Hay un punto de abscisa 1 en que la tangente es paralela a
y=—xP(,-1).

La recta que pasa por P(1, —1) de pendiente —1es: y = —x
Observa que la tangente buscada es la bisectriz del segundo
cuadrante.

Considera la funcién fix) = ¥’ — 3x* + 2x + 2:

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x)
en el punto de abscisa x = 3.

b) ;Existe alguna otra recta tangente a la grafica de f(x)
que sea paralela a la que has hallado? Razona la res-
puesta y en caso afirmativo, calcula la ecuacién.

a) flx) = 3x* — 6x + 2
f3)=8 f3) =1

La ecuacién de la recta que pasa por (3, 8) de pendiente
11 es:

y—8=11k—3)=y=11x—25

b) Buscamos en qué otro punto, f(x) tiene una tangente de
pendiente 11:

fX)=11=3"-6x+2=11=3-6x-9=0=x=
3 x=-1

1. Derivadas @



Cuando x = —1, la recta tangente también tiene pendien-
te 11.

fi—1) = —4; es decir, el punto es (—1, —4)

Recta que pasa por (—1, —4) y tiene pendiente 11 es la si-
guiente:

y+a4=11x+1)=y=1x+7
Averigua la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
la funcién fix) = Vx — 2x paralela a la recta de ecuacién
3x+2y+2=0.
La pendiente de la recta es —73 Por tanto:

- 2= — =x=1
2Vx 4
Six=1=y=-1
La ecuacidn de la recta que pasa por (1, —1) y tiene pendiente

=3
TESEX"' 2y—1=0.

(En qué punto de la grafica de la funcién f(x) = In x su recta
tangente es paralelaalarectax — 3y + 1 =0?

1
La rectax — 3y + 1 = 0 tiene pendiente 3 Por tanto:

UL S S
f{x}—3=:x 3=:unr 3

f3)=In3
El punto es (3, In 3).

{En qué punto de la curva y = In x la recta tangente es pa-
ralela a la cuerda que une los puntos (1, 0) y (e, 1)?
1-0 1

La pendiente de la cuerdaes m = =
&= e—1

1 3 1
¥ X

=x=e—1

x e—1
Averigua en qué otro punto corta a la curva de f(x) la tan-
gente a f(x) =xX-x+1lenx=1.

) =3¢ — 1= f(1) = 2
Six=1=f1)=1

Por tanto, la ecuacién de la recta que pasa por (1, 1) y tiene
pendiente m = 2 es:

y=2x-—1
Para saber el otro punto de interseccion resolvemos el sistema:

y=2x-—1

[ y=x—x+1

Al restar la primera ecuacién a la segunda, se obtiene la ecua-
ciénx’ — 3x+2=0.
Por Ruffini, se obtiene x® — 3x + 2 = (x — 1/*(x + 2).
Es decir, la recta corta a la curva en x = 1, que es el punto de
tangencia,yenx = —2.

Determina los puntos en los que la recta tangente a la cur-
va de la funcién flx) = 3x* — xenx = —2 corta a los ejes de
coordenadas.

f)=6x—1=Ff(-2)=-13
Six=—-2=1f-2)=14

Por tanto, la ecuacién de la recta que pasa por (—2, 14) y tie-
ne pendiente m = —13 es:

y=-13x—12
Corta a los ejes de coordenadas en (0, —12) y (—12/13, 0).

@ Andlisis

Calcula en qué punto corta al eje X la recta tangente a la
funcién fix) = * — 4x+ 2 en el punto de abscisa 1. ;En qué
punto corta al eje ¥7

En primer lugar, se calcula la ecuacion de la recta tangente en
el punto de abscisa 1:

fix) = 2x— 4= F(1) = -2
La ecuacion de la recta tangente es, pues: y = —2x + 1
Para calcular los puntos de corte con el eje de abscisas:

1
y=0=x =5 El punto de corte es (%, 0). Para calcular los

puntos de corte con el eje de ordenada: x = 0=y = 1. El pun-
to de corte es (0, 1).

Determina el punto de la curva flx) = —2x* + x en el que la
recta tangente forma un angulo de 135° con el eje de absci-
sas en sentido positivo.

Debemos buscar un punto, X,, tal que flig) = —1.

fl)=—dx+1=>—4x+1=—1 =&x=%

1 1 1
Por tanto, el punto buscado es: (E’ F ( rz-)) es decir: (E 0).

4
Dada la curva de ecuacion p s 4:

a) ;En qué punto tiene una recta tangente horizontal?

b) ;Es posible que esta curva tenga una tangente paralela
a 3x — 3y + 7 = 0 en algdin punto de abscisa negativa?

a) f{x) es una funcidn racional, continua y derivable en R.
Una recta horizontal tiene pendiente nula, por lo que
i) =0.

) = 16x/0¢ + 47
Flx)=0six=0.
f(x) tiene un punto de tangente horizontal en (0, —1).

b) La pendientede larecta 3x — 3y + 7 = 0es 1 >0y para x
< 0, fx) <0, luego f{x) no tiene una tangente paralela a
dicha recta parax < 0.

Averigua los puntos en los que la recta tangente a la curva

_de la funcién f(x) = x In x:

a) Es horizontal.
b) Forma un angulo de 45° con el eje X en sentido positivo.
Se calcula la derivadade fix) =xInx=f{x)=1+Inx.

a) Si la recta tangente debe ser horizontal, la derivada debe
sernula: 1 +Inx=0=Inx=-1=x=1/e

b) Si la recta tangente debe formar un angulo de 45° con el
eje positivo de abscisas, la derivada de la funcién debera
coincidir con la tangente de 45

T+Inx=1=Inx=0=x=1
Larecta 8x — 4y — 5 = 0 es tangente a la curva de ecuacién
y =x* +x— 1. jEn qué punto?
y=2+1
La pendiente de la rectaes 2, porloque2 = 2x + 1 =x = 1/2.
Six = 1/2 = y = —1/4. El punto de tangencia es (1/2, —1/4).

Determina la ecuacion de la recta tangente a la curva

5 5
y= S —Ax cuya pendiente es >
, 2
YT a0
; 2 __5 _3
Sim= 5!2:)5“__“]2— 2=>x 5

En el punto (3/5, f(3/5)) la pendiente de la tangente es —5/2.



fi3/5) = —3/5

Luego la ecuacion de la tangente es y = —3/5 — 5/2(x — 3/5)
=25x+10y—9=0.

¢En qué punto la recta que pasa por los puntos A(0, —1) y

x
B(—1,1) es tangenteala curvay = x 2% - 17

La recta que pasa por A y B tiene pendiente —2, y su ecuacion
esy=—2x—1.
3’ 3%

y'=T—4x-——aT—4x=—2:&x=—%y,\c=2,enlos

puntos de la curva con esta abscisa, la tangente tiene pen-
diente —2.

Six = —2/3,y = —55/27; este punto no pertenece a la recta
que pasa por Ay B.

Six = 2,y = —5; este punto si pertenece a la recta que pasa
porAyB.

El punto en que la recta que pasa por A y B es tangente a la
curva es (2, —5).
Determina el punto de interseccién de las rectas tangentes
a las gréficas de estas funciones:

fixil=Inx y gl)=-x+x¥*—2enx=1

Buscamos la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de
fix) = Inxenx=1:

f(1) = 0, luego el punto es (1, 0).
1
f'{x}=;,m=f'(1}m>m= 1

La recta que pasa por (1, 0) y tiene pendiente Tes y = x — 1.

Buscamos la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
gx)=—x +x—2enx=1:

g(1) = =2, luego el punto es (1, —2).

g =-32+m=g(N)=m= -1

La recta que pasa por (1, —2) y con pendiente —1esy = —x ~ 1.
El punto de interseccidn se halla al resolver el sistema forma-
do por las ecuaciones de las tangentes y se obtiene P(0, —1).
Determina la monotonia y la curvatura de estas funciones.
a) f)=2+9x" - 24x+5 ) plx)=2¢—9% + 12x+ 6
b) hix) = 4x* — 24x d) g(x) =x" - 3x

a) fix) = 2x° + 9x* — 24x + 5 flx) =6x* + 18x — 24
Se resuelve f{x) = 0, y obtenemos x, =1y x,= —4. Como

la derivada no tiene discontinuidades, los intervalos de
monotonia seran:

(—oo, —4), (=4,1), (1, +<2)
Buscamos el signo de f/(x) en estos intervalos:
B f{x)>0en(—=s, —4) la funcion es creciente,
B f(x)<0en(—4,1) la funcion es decreciente,
8 f(x)>0en (1, +<) la funcién es creciente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la segunda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos (x) = 0.

Fx)=0=12x+18=0=2x= —3/2

Los intervalos de curvatura son (—es, —=3/2) U (—3/2, +es)
donde la funcion es convexa y céncava respectivamente.

b) hix) = 4x* — 24x hix)=12x*— 24
Hacemos h'(x) = 0 y se obtiene: x, = \ny; =-V2
Los intervalos de monotonia seran;

(=eo=V2),(-V2,V2)y (V2, +=)

En ellos, la funcién crece, decrece y crece, respectivamente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la sequnda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos F{x) = 0.

Flx)=0=24x=0=x=0

Los intervalos de curvatura son (—ee, 0} U (0, +2<) donde la
funcién es convexa y concava respectivamente,

c) flx)=6x*—18x + 12

Se resuelve f{x) = 0 dando como soluciénx, = 1y x, = 2.
Los intervalos de monotonia son: (—es, 1) U (1, 2) U
(2, ++=) donde la funcion es creciente, decreciente y cre-
ciente respectivamente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la segunda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos f(x) = 0.

ffx)=0=12x—18=0=x= 3/2

Los intervalos de curvatura son {—ee, 3/2) U (3/2, +e<) don-
de la funcidn es convexa y concava respectivamente.

d) F{x)=3x* — 6x
Se resuelve f{x} = 0 dando como solucién x, = 0y x, = 2.
Los intervalos de monotonfa son: (==, 0) U (0, 2) U

(2, +=a) donde la funcidn es creciente, decreciente y cre-
ciente respectivamente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la sequnda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos f{x) = 0.

ff)l=0=26x—6=0=x=1

Los intervalos de curvatura son (—ee, 1) U (1, +eo) donde la
funcién es convexa y céncava respectivamente,

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién f(x) = 3x" + 2x* — 3x7, asi como sus puntos
maximos y minimos relativos.

Fx) = 12x + 6x* — 6x = 6xi{x + 1}(2x — 1)
La funcidn es polindmica, luego derivable en todos sus pun-

tos, y partir de los ceros de f{x), determinamos los intervalos
en que fx) tiene signo constante:

-1 0 n
S
r+1 = [
21 Bl e = o
= R — [

flx) es decreciente en (—es, —1)} U (O. %)
fix) es creciente en (—1,0) U (—;— +o¢)

1 " ;
I Enx=-lyenx= 7 Presenta minimos relativos.

I Enx = 0 presenta un maximo relativo.

Halla los extremos relativos de la siguiente funcién poliné-
mica:

ﬂx}=x’—%x’-—6x-—3

fix) es una funcién polinémica, por tanto continua y derivable
en R, Para hallar los extremos relativos calculamos los puntos
singulares:;

fx)=0= 3 -3x—6=0=2x=—1,x=2
Estudiamos el signo de f(x) a los lados de estos puntos:

1. Derivadas @



I Enx= —1 la funcidn tiene un maximo relativo.
I Enx = 2lafuncidn tiene un minimo relativo.

A partir de los maximos y minimos relativos de la funcion
fix) =x'— %}F— 6x — 3 y de su comportamiento en el infi-

nito, representa de manera aproximada su grafica.

Para hallar los extremos relativos de la funcién, se deberd
igualar a cero su derivada:

f'{XJ:3X2'_3X_6=U=>x=2yx= -1
f)=-13yf(-1)=1/2

Tenemos un extremo en el punto (2, —13) y otro en el punto
(=1, 12

Teniendo en cuenta los limites de la funcién, en +ee y —es,
podemos representarla de forma aproximada:

1T

EFRRRY

-1 .‘ y

| I
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Estudia el crecimiento y el decrecimiento de cada una de
las siguientes funciones.

a) fix) = 4x —3x + 1

X
b}f[x]—;-:-;
xX-2
<) fix) = x+1
a) Domf=R fix) =122 -3

Determinamos el signo de f en (==, =1/2), (—1/2, 1/2) y
(1/2, +¢2), buscando el signo de fen un punto cualquiera

de cada intervalo:
-1

Luego fix) es creciente en (—eo, —1/2) U (1/2, +oo} y flx) €5
decreciente en (—1/2, 1/2).

b)Domf=R— {3}  Flx) = —3/(x—3)
La derivada es siempre negativa, luego fix) es decreciente
en su dominio.

d Domf=R—{=1}  fl)=(+2x+2/+1)
La derivada es siempre positiva, porque el numerador no
se anula y siempre es positivo, el denominador también,
luego fix) es creciente en su dominio.

Determina los extremos relativos de las siguientes fun-
ciones.

a”(x)=x‘+1
X
b) fix) = x e

¢) fix)=xInx
a) Para determinar los extremos relativos, igualamos a cero
la derivada primera:

@ Andlisis

)= ____x‘x—z1 =0=x=1yx=-—1

Para determinar si los extremos son maximos o minimos,
estudiaremos los intervalos de monotonia:

{_°°r _1;'1 {_ 1, O}r [Ul 1}! ':TJ +o0)
i Intervalo (—eo, —1):parax= —2,f(—-2)>0;
en este intervalo la funcién es creciente.

i Intervalo (—1,0): parax=—0,5f(-05)<0;
en este intervalo la funcidn es decreciente.

i Intervalo (0, 1): parax=0,5,f(0,5) < 0;
en este intervalo la funcidn es decreciente.

i Intervalo (1, +ee):parax=2,F(2) = G;
en este intervalo la funcidn es creciente.

En el punto (—1, —2) la funcién presenta un maximo.
En el punto (1, 2), un minimo.

&) Para determinar los extremos relativos, igualamos a cero
la derivada primera:

Flix) =e'ix+1)=0=2x=—1

=]
En el punto (—‘F. T) la funcion presenta un extremo
relativo, Para determinar si es maximo o minimo, estudia-
mos los intervalos de monotonia:
[_mt _]}; [_ .ip +°°}

i Intervalo (—es, —1):parax= —2,f(-2)<0;
en este intervalo la funcidn es decreciente.
# Intervalo (—1, +es): parax =0, F(0) > 0;
en este intervalo la funcidn es creciente,

1
En el punto ( = 1,‘;‘) la funcidn presenta un minimo.

¢) Para determinar los extremos relativos, igualamos a cero
la derivada primera:

F)=1+Inx=0=Ihx=—1=2x=1/e

Para determinar el tipo de extremo relativo que presenta
la funcién, estudiamos sus intervalos de monotonia:

1 1
0,— |;|—,te=
e e
1
# Intervalo | 0, Py ;parax = 0,1, f{0,1) <0,
en este intervalo la funcion es decreciente.
1 e
# Intervalo ;,-i-w :parax = e, fle) >0,
en este intervalo la funcidn es creciente.

1 1
En el punto (Z’ —;) la funcién presenta un minimo.

Representa las siguientes funciones.

a) f)= -2+ 5¢%-4x+1  d) )= "z;'
b) ) =x — 3x— 1 c,lﬁx}=f:i

¢) fix)=x"+2¢ —2x— 1
a) 1 Ramas infinitas.
lim (=2x*+5x° —dx+1)=—=

X=h fu

lim (—2x*+5x*—4x+ 1) = +=

X - =
i Puntos de interseccion con los ejes.
Con el gje X. Se debe resolver la ecuacién f(x) = 0.

1
Se obtienex=1yx= 3



1
Los puntos de interseccién son: (1, 0) y (E’ U)

Con el eje Y. Se impone x = 0 y se obtiene f(0) = 1. El
punto de interseccién con el eje Yes (0, 1).

I Puntos de tangente horizontal.

Igualamos a cero la primera derivada:

2
Fl)=—6x"+10x~4=0=3x=1 yx=3

2
Calculamos sus ordenadas: f(1) =0y f(;) =0
Por tanto, los puntos de tangente horizontal o puntos

2
singulares son: (1, 0) y (5, 0)

1 TTTTL% ! I
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b) 1 Ramas infinitas.
lim (x*—3x—1)=+=
X=y 4=
lim =3x—1)=—2
r— —=
I Puntos de interseccion con los ejes.

Con el eje X: se debe resolver la ecuacién f(x) = 0.

Tratando de obtener las soluciones enteras de la ecua-
cién x* — 3x — 1 = 0 se observa que no hay soluciones
enteras.

En principio, se deberd tratar de representar la funcién
desconociendo los puntos de corte con el eje X.

Con el eje Y. Se impone x = 0 y se obtiene f(0) = —1. El
punte de interseccion con el eje Y es (0, —1).

1 Puntos de tangente horizontal.
lgualamos a cero la primera derivada:
fXl=3x"-3=0=3x=1yx=-1
A continuacién calculamos sus ordenadas:

f(1) = =3 y f(—1) = 1. Por tanto, los puntos de tangen-
te horizontal o puntos singulares son: (1, —=3) y (=1, 0).

| ::"y |
| % ) = = 3x— |
113 |
N 2 ]
1 el 1]
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7651431 LN 1 p 3 4 X
| WA ]
i
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) I Ramas infinitas
lim (x*+2°—2x—1)= +=

K= 4=

im (x*+ 2% —2x—1)= 4=

X=h —=

B Puntos de interseccién con los ejes.

Con el eje X. Se debe resalver la ecuacién f(x) = 0. Se
obtiene x =1y x = —1, Luego los puntos de intersec-
cion son: (1,0} y (—1,0).

Con el eje Y. Seimpone x = 0 y se obtiene f{0) = —1. El
punto de interseccién con el eje Y es (0, —1).

1 Puntos de tangente horizontal,
lgualamos a cero la primera derivada:

1
f’[x}=4x’+ﬁx’—2=0:.>x=-1,x=—3 yx=1
A continuacion, calculamos sus ordenadas:

1 3
f]z'f—-—- —_ e — f—]:ﬂ
(1)=0, ( 2) 6 yH=1)

Por tanto, los puntos de tangente harizontal son:

1 3
L0~z v B
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d) 8B Ramas infinitas.

) x1+1 . x*+1
lim ] = lim 3 =
x— o X X= —m X

Tiene una asintota horizontal de ecuacién y=1.

i Puntos de interseccidn con los ejes.

Con el eje X. Se debe resolver la ecuacién f(x) = 0. La
ecuacion no tiene solucidn, luego la funcién no corta al
eje de las abscisas.

Con el eje Y. Se impone x = 0 y se observa que este va-
lor no pertenece al dominio, luego la funcién tampoco
corta al eje de |as ordenadas. Ademds, este eje de ecua-
cién x = 0 es una asintota vertical.

5 Puntos de tangente harizontal.
Igualamos a cero la primera derivada:
==l
flx)= “* = 0=x=0; perox=0no es del dominio

de la funcién, luego no tiene puntos singulares.
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e) i Ramas infinitas.

) 2=X . 2—x
,Il.mu 1-x)=1 ol T .

La recta y =1 es una asintota horizontal. Ademas x = 1
no pertenece al dominio de la funcién y, por tanto, la
recta x =1 es una asintota vertical.

# Puntos de interseccién con los ejes.

Con el eje X. Se debe resolver la ecuacién f(x) = 0. Se
obtiene x = 2. Luego la funcién corta al eje de las absci-
sas en el punto (2, 0).

Con el eje Y. Se impone x =0 y se obtiene (0} = 2. El
punto de interseccién con el eje Yes (0, 2).

i Puntos de tangente horizontal.
Igualamos a cero la primera derivada:

1
f'ix) = W = 0. La ecuacién anterior no tiene solu-

cign y, ademas, la funcién derivada es siempre positiva,
luego la funcién es creciente en todo su dominio y, por
tanto, No presenta puntos criticos.
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Ejercicios de aplicacion
St
B Dada la funcion fix) = n; = donde m es un pardmetro:

a) Determina para cada valor del parametro m el valor del
limite Iirnl fix), si existe.
X =y
b) ;Para qué valores de m la derivada de la funcién f(x) es
positiva para todo valor de x?
a) La discontinuidad depende del pardmetro m:
8 Sim = 2, ellimite es 2 y la discontinuidad es evitable.

i Sim#2, el limite no existe, la funcién diverge (infinito),
y la discontinuidad es asintdtica.

b) Si m< 2, la derivada de la funcién f(x) es positiva en su
dominio.

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a las curvas
" .. x+1
en su punto de interseccién: f(x) = 3 ygbd=x—x—2

;Qué se observa?
Averiguamos su punto de interseccién resolviendo el sistema

_x+1
Y= x y obtenemosx = =1,y = 0.
=x'—x-2

Hallamos la ecuacién de la tangente a flx) enx = —1:
3 1

fr as fr -1 =—

(x) o=xr = f(-1) 3

La recta que pasa por (—1, 0) y tiene pendiente 1/3 es

1
y—;(x+1).

@ Anéilisis

Hallamos la ecuacién de la tangente a g(x) enx = —1:
gl=2x—1=9g{-1)=3

La recta que pasa por (—1, 0) y tiene pendiente 3 es

y==3x+1).

Las dos tangentes son perpendiculares.

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion

fix) =’ + 3x" + x en los puntos de interseccién con la bi-
sectriz del primer cuadrante.

Hay que determinar los puntos de interseccion de la curva de
la funcién con la bisectriz del primer cuadrante:

se resuelve el sistema y se obtienex =0y
= x=—3, por lo que los puntos de intersec-
cidnson (0,0)y (=3, —3).
En x =0, la pendiente de la tangente sera f{0):
flx)=3x"+6x+1=FO)=1
La ecuacion punto-pendienteesy —0=1(x—0) = y=x.
En x= —3, la pendiente de la recta tangente sera f(—3).
Como Flx)=3x" + 6x + 1= f(—3) =10

La ecuacién punto pendiente sera y + 3 = 10(x + 3), es decir,
10x—y +27=0.

y=x+3x*+x
y=x

Calcula el drea del tridAngulo que forman los semiejes posi-
tivos de coordenadas y la recta que es tangente a la curva

X 3
R (B it =1.
y= 2x S enx
Enx =1,y = 0.El punto es (1, 0).
La pendiente de la tangenteenx = Tesy' =x—2=m= -1

La ecuacion de la recta que pasa por (1, 0) y tiene pendiente

—lesy=—-x+1.

La recta corta a los ejes en (1, 0) y (0, 1), por lo que el drea del

tridngulo es A = 1/2 U™

Calcula una funcién de segundo grado del tipo:
fix)=x*+bx+c

sabiendo que su gréfica pasa por el punto de coordenadas
(1, 3) y que en el punto de abscisa 2 su tangente tiene pen-
diente iguala 1.

Si en el punto de abscisa 2 la tangente tiene de pendiente 1,
quiere decir que la derivada parax=2es 1:
fxl=2x+b=1=4+b=b=-3
Si, ademds, la funcidn pasa por el punto (1, 3), se tiene:
f)=x*—3x+c=23=1-3+c=c=5
La funcién de segundo grado es:y =x*—3x +5
Calcula los valores de b y ¢ para que la funcién de ecuacién

fix) = x* + bx + c tenga un extremo relativo en el punto
(=1, —4). ;Qué tipo de extremo es?

fixi=2x+b

fi-l)=4=4=1-b+c
fl-11=0=20=-2+b=b=2c=5

Se trata de un minimo porque es una parabola con el coefi-
ciente del término de segundo grado positivo.

Halla los coeficientes g, b y ¢ de la funcién de ecuacién
flx) = ax* + bx + ¢, sabiendo que larectay = —x + 1 es
tangente a la curva y = f(x) en el punto (1, 0) e y = fx) corta
el eje de ordenadas en y = 3.

Pasa por el punto P(1, 0) donde es tangente a una recta con
pendiente —1:

Al)=0=0=a+b+c

f(l)=—1=22a-1+b=-1



Evaltiacion (pagina 339)

También pasa por el punto Q(0, 3):
flo)=3=a-0"+b-0+c=3

Resolviendo el sistema formado por estas 3 ecuaciones, obte-

nemos:a=2,b=-5¢=3

Dada la funcién:

ﬂx}j[zf+2x+a six<1

bx*+1 six=1

a) Calcula a y b para que la funcién sea continua y deriva-
bleenx=1.

b) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva fix) en
x=1.

a) Si la funcién debe ser continua, se ha de cumplir que
f1) :Iin': fx) =b+1
lim_fix)=4+a

=4+a=b+1
lim, fix) = b+1 ]

Si flx) ha de tener derivada en x = 1, se debe cumplir que:
Fig=6x*+2=f(1)=8
i) =2bx= F,(N)=2b=f.(1)=F{1)=28=2b
Portanto,b=4,ya=b—3,esdecira=4-3=1

b) Como (1) =8, y f(1) = 5, la ecuacién punto pendiente se-
rAy—5=8(xx—1),esdecin8x—y—3=0

Halla a y b para que la funcién:

fix) = {A’ +x six=1

ax+b six>1 5@ derivable en R.

Dado que los dos trozos de esta funcién son polinomios, la
funcién seréd derivable en R si:

B Escontinua en R, imponemos que loseaenx = 1:
Iirqﬂx]=ﬂ1}=2=a+b=2

# Esderivable en R, imponemos que lo seaenx = 1:

- NE 2

¢ i iy, MR e, QERRHO LR

h=0 h h— 0 h

+h) - -

fiy = i, AN _ L. @M EE=2

b= o™ h h—0* h
gy TRl
T hosot h =

F)=Ff(1)=a=5b=-3

Halla dos nimeros tales que el doble del primero mas el tri-
ple del segundo sea 24 y que su producto sea maximo.

Sean los nimeros x e y, y su producto P=x-y.

24 - 3y

Como 2x + 3y = 24, tenemaos que x =

(24 —3yly 24y -3y’
2 2
P tiene su valor maximo en y = 4, por lo que x = 6.

Sustituyendo: P =

Entre todos los rectangulos de perimetro 36, halla el que
tiene drea maxima.

A=b-h

Como36=2b+2h = 18=b+h = b=18-h
A=18h—h* = A’=18-2h

Si h =9, entonces A'=0.

Como A" < 0 siempre, la funcién drea tiene un maximo en
h=9.
Por tanto, el rectangulo de mayor area es un cuadrado de la-
do 9.

De entre todos los tridangulos rectangulos de area 1, averi-
gua las dimensiones del que tiene hipotenusa minima.

h=VEic
Como A=1 =%=a cz%
. 4 b*+4
= +—= [ —
h b B =

El radicando debe ser minimo, por lo que debemos hallar el
minimo de la funcién h? En (0, +50) la funcidn es continua y
tiende a +== en los extremos, por lo que su minimo absoluto
correspanderd a un minimo relativo:

v Zbd — 8 H I
hy'= T.-sn b = V/2, entonces (%)’ =0.

Para comprobar que es un minimo no hace falta calcular la
derivada segunda: es suficiente observar el signo de la deri-
vada primera para b= 1y para b= 1,5, y se deduce que es un
minimo, Por tanto, el tridngulo rectdngulo de hipotenusa mi-
nima con area 1 es el tridngulo is6sceles cuyos catetos son
iguales a V2 y cuya hipotenusa es 2,

Determina la mayor area que puede encerrar un triangulo
rectangulo cuyo lado mayor mida 1 metro.

A = ba/2
Por el teorema de Pitdgoras: 1 = b* + a*, @® = 1 — b%, donde

ay bson los catetos.
i L M-¥ P
2 2 V1 -0

SiA'=0entoncesb=a="\2/2yA=1/44?

A=

1. Calcula la tasa de variacion instantdnea de las siguientes funciones en el punto x = 2.

2.

¢) hi=-
X
r 1
1 - h 2 -1
T 2+V3 d M E=2 "

% e b) g9 = Vi1
. _ \/hT_.\/g
Halla la recta tangente y normal a la funcion f(x) = : J_r :
x= -2 f-2=3 PN = s F(~2) = —
) CE T2y

enel puntox = —2,

1
=2 Rectatangente:y—3=2(x+2) Rectanormal:y—3= —-E{x + 2

. Derivados @



3.

4.

@ 6.

=1 six=-1
Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcién: f(x) = { x si —1<x=-1
=+ 1 si x=1

La funcién esta formada por tres trozos compuestos por palinomios. Asf pues, en cada intervalo, la funcion es continua y derivable.
Hay que ver la continuidad y derivabilidad en los puntos de unién. En este caso la funcién no es continua en esos puntos ya que tiene
discontinuidades de salto finito. Por tanto, al no ser continua, tampoco es derivable.

Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones.

a) fix}= 3sen?(3x) b) fix)= - ¢) fix)=e*-In (sen(x)) d) fix)= In(xx ) e) flx)=e" — In(%) f) f(x) = In(x2— 1)

cos(x) +1

) = i s . = . ] —_ 1 = 1 i 1

a) fx)=3-2-sen(3x) - cos(3x) -3 =9 sen(6x) d) fx) AT
x+1

vy o — 17 [=senb)] _ +sen(x) VTR . s N O |

b) flx)= (oS00l e e} fix)=2x-e 17 e + =
X

R ., Coslx) U B -.
¢) Fflx)=¢e"-Lnlsen(x)] + &’ — fl fix) -7 2x 1)
Estudia la monotonia de las siguientes funciones.
a) ﬁx)=% b) f)=\Vx2—-1 c) fix)=x—27x d) flx)=x5— 5x

a) flx)= —?2 Difi=R—1{0} Ffix)>0,x& (—=,0)= Fx) creciente f(x) <0, x € (0, +=) = fx) decreciente

Como la derivada no se anula no hay maximes ni minimos.

o = X Y P, P v T 1 4 oo i
b) fix) m DIf) = (—=, —1) U (1, o)  fx)<0,x E (—=, —1) = flx) decreciente  Fx) <0, x € (1, +=) = fx) creciente
c) flx)=32-27 fl)<0,xE (—= —3)U (3, +%) = flx) creciente f(x) <0,x € (—3, 3) = f{x) decreciente
Para x= —3 es un méaximo de la funcién y para x = 3 es un minimo
d} fio=5"—-5 FI>=0xE (—= —1)U (1, +%) = fix) creciente F(x} <0, x € (=1, 1) = flx) decreciente
Para x = —1 se tiene un maximo y para x = 1 un minimo.

x2
x—1

— 1
Se deriva la funcién dos veces resultando: fix) = xzi—{ = fx) = rz:), = fx) = %2—}

Calcula los puntos de inflexién y estudia la curvatura de esta funcion: fix) =

Como la ecuacion f(x) = 0 no tiene soluciones, la funcidn no tiene puntos de inflexién. Para ver la curvatura se estudia el signo de la
segunda derivada: f{x) >0, x € (—=, —1) U (1, +=) = fix) céncava. (x) <0, x € (—1, 1) = flx) convexa.

Halla una funcién f(x) = x* + bx* + cx + dtal que tenga un punto de inflexién en x = —1 y un extremo relativo en el punto P(1, 20).
b+c+d=19 d=125
2b+tc=-3 ={c=-9=2f)=x+3"—9x+25
2b=6 b=3

Hay un punto de inflexiénenx= —1=f{-1)=0
Hay un extremo relativo en P(1, 20) = f(1) = 0y f{1) = 20

Calcula la base del triangulo is6sceles cuyo perimetro mide 8 cm y su drea es maxima.
2y

Planteamos la funcién a optimizar siendo el lade desigual 2x y la altura y: fix, ) = =g Ay

Siles el lado iqual, tenemos: 2/ + 2x =8 = [ = 4 — x. Por Pitagoras, se deduce que: y = V(4 — X =
Sustituyendo en la funcion obtenemos: fix) = xV/ (4 — x)* —x*
Para optimizar esta funcién se halla la primera derivada, se iguala a cero y se obtiene x = 4/3. Por tanto, la base mide 8/3 cm.

;Cuél es el perimetro minimo que puede tener un sector circular de 25 m? de 4rea?
2mro

360

La funcién que calcula el perimetro dependiendo del radio del sector es: P = 2r +

o 25-360
La restriccion del problema impone que el drea del sector valga 25 cm?. Asi: 25 = rz%: g
am

53 . 50 & i A
Sustituyendo el valor de a en la funcién del perimetro se tiene que f(r) = 2r + —. Optimizando esta funcion se obtiene quer= 5y por
tanto el perimetro es 20 cm. £

@ Andlisis



