Integrales

ACTIVIDADES

2
1. Senala las funciones cuya funcién primitiva es F(x) = 3

X
++k.
0 3

K 1 x 1 3K +
a) fib) =7+ — b) f0) = =+ ¢) i) = 15"

, 6x 1 3x 1

Fx)=2 =22

() 10+3 5+3

F(x) es funcion primitiva de b).

Escribe cuatro primitivas para la funcion f(x) = x2 — x + 2.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

3

X3 X
F(X)_E_?-q-ZX—f—k parak=1,2,3y4

La funcion F(x) = k - e 4 n es una funcién primitiva de la funcion f(x) = e3*. Halla los valores
de las constantes k y n si F(0) = 0.
F'(X)=3ke3X=e3XHk=% F(O)=%e°+n=0~n=—1

. Considera estas derivadas.

X =2x — J'2xdx =x*+k
[X] = 3x* — J'SXZ dx =x*+k

Aplica las propiedades de la integral y calcula.
C) J‘dx ax

a) J‘x ax b) J‘x‘fdx
2

d) J,{x+x2}dx
X2l 2x X
3] 3X2 X3
by X0 22X e (e ax =Xk
) 3 3 f 3 +

2
c) f4xdx=4fxdx=4%+k=2x2+k

d) [{x+x?)ax= [xax+[x dx=%2+%3+k
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5. A partir de estas derivadas:

[cos x| = —senx — J{—sen X)dx = cosx + k

[sen x] = cos x — fcosxdx =senx+k
Halla las siguientes integrales.

a) J,sen X ax b) J'(3 sen x + cos x)dx
a) [-cos x]’:senx—>fsenxdx:—cosx+l<

b) f(SSenXJrcosx)dx:3fsenxdx+fcosxdx:—3cosx+senx+k

6. Resuelve estas integrales.

24 30— 1_2’)
a) f(x 3x — 7dx c) J.(é 3 X
b) [X 2 i d) I.(Eldx)dx
J 2 Jux )
) X3 _x?
X +3X—-7)dX=—+3——-7X+K
a) [0+ ) 5 T35 TXF
b) fX—’z dx:f[5—1]d)(=x—zfx+k
2 2 4
X 5 x? 5
o [J[g-3le=15-50k
14
4
d) I[EH‘/?JdX:8|nx+f—+k:8Inx+é<‘/?+k
4
7. Resuelve estas integrales,
' 2
a) J.mx(x?—ﬂf)"‘dx c) j( 34)( jo‘x
X5
éx + 3 X(x2 13
b}J.x?-x de d)j 5 ax

o) [52x0c 0 =] ok
b) f%dx=3ln\xz+x73‘+k

4> 4 p 3X _ 4

0) fmdx—gfmdx—3'”\x +5+k
1(XZ—&-1)4
4 4

1 2X(XZ+1)3 B e
d) EITC/X— +/<—E(X +1) +k
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8. Calcula las siguientes integrales.
Ed 5o
a) J.22 dx c) j(—) dx
2
b) J.e"“dx d) f(e‘” FeNdx

L O T Ll

J
o JGT
2 |

g e N dy = R
2

9. Halla estas integrales.

) 3i\2f 1
a) ij_"QXG'X C}J‘ 5 dx

b) f 267* dy d) f ; dx
_ et P 1 Sx—1
a) J.S"'_'-Zx dx = - + k c) JA3 dx:i-l- 3 + k= . +k
In5 2 2 5 In3 10In 3

K Jzﬁ“ d=4e? " +k d) JL dx = JX S = _% e 4k

10. Resuelve las siguientes integrales.
a) J.sen(Sx I 2)ydx c) fsen( 2x)dx
8)] I-S cosidx — 3)dx d) I-cos (5 — &x)dx
1
— | 3sen(Bx +2)dx =—=CoS(3X +2)+K
a) 5 f (Bx+2) 5 COS(3x +2)+
b) 2f4cos(4x—3) dx =2sen(4x —3)+k

1 1
c) —Ef—z sen(-2x) dx = - cos(~2x) +k

1 1
d) —— [ —6cos(5—6x)dx =——35en(5—-6x)+k
) — [ ~6costs-6x) 7 Sen(s—6x) +

11. Resuelve estas integrales.

1 -I—*g‘('o/_
a}J‘COSZ(X-FB) o }f

_x s
b}J‘ COS2(4x2) o d) ﬁxtgm x%)dx
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1
——dx =t 3)+k
a) [ ey KB+
2X 1 8x 1
b — 2 dx=— [ ——dx=—tg(4x?) +k
) f cos? (4x?) 4f cos? (4x?) 4tg *

o ﬂ”tg ] =2f%jg/—x)dx=2tg(\/?)+k

d) f[x2 tgz(x3)+xz]dx=%f3x2[tg2(x3)+1]dx=%tg(x3)+k

12. Resuelve las siguientes integrales.

1 X
a} J‘— dx C} f—O‘X
Vi 16x° V1 At
1 1
0)] I-indx d) [7"@(
J 45— 25x*% Jx¥1 —Infx

1f#dx:%arcsenbwrk

1 1 1
a) [——dx=— [——dx=
) f«/4—16X2 2‘[\/1—4)(2 40 1—(2x)y

- arc cos(+/5x) +
)f\/5 25x° ff/ fh, (%) +k
X
c) f—arc sen(2x*)+k
f\l1—4X f ' 2X ( )
d) f;dx:arcsen(lnxﬂk
Xy1=In x
13. Resuelve estas integrales.
3+ 9 2+ 8x
4 1
by | ——d dy | ——d
}J.1-(é X }.J.x7-2x 7

! 1
a) f3+9x :7f1+3x 3\/—f1+ ) dxzﬁarctg(ﬁx“k

)f1+ ff dx—74arctg(6 X)+k

X2 1 x? 1
c) f2+8X6 d)(:§f1Jr(2)(32 12f1+ 2] :—23rctg(2x) +k

1 1 1
d ——x = ax = dx =arctg(x +1)+k
) fx2+2x+2 f1+(xz+2x+1) f1+(x+1)2 g+

14. Resuelve las siguientes integrales definidas.

3 1 2
a) J‘(xf‘ I 4x? — Sidx ) (% | 2) x

—a

Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/
586



Integrales

4 3
a) F(X):f(X3+4X2—5)dX:%+%—5X

s 2-3

15. Resuelve las siguientes integrales.

a) J.—dx b) J‘ (5cosx — senx)dx
L Vx o
1
a) F(x):f%dx=3fx7 dx = 63x F(4)—F()=12—-6=6
b) F(X)= [ (5cos x—sen x)dx =5 [‘cos x dx— ['sen x dx =5sen x+cos x F[%]—F(O):5—1:4

16. Halla el area del triangulo limitado por los ejes X e Y y la recta de ecuacion f(x) = x — 3.
Corte con el eje X: (3, 0) Corte con el eje Y: (0, —3)
Es un tridngulo que estd por debajo del eje X de base 3y altura 3.
o 339
2 2

Con la integral definida se obtiene el mismo valor, pero negativo, porque el drea esta bajo el eje X.

"2 9.2
2 2

2 3
X 3x
2 0

f:(x ~3)dx =

17. Halla el area del triangulo que tiene como vértices (2, 0), (4, 4) y (5, 0) utilizando integrales
definidas.

El tridngulo es de base 3 y altura 4.

43,

A=3

Con la integral definida se obtiene el mismo valor. Para ello se divide el triangulo en dos triangulos rectangulos.

La recta que pasa por los puntos (2, 0) y (4, 4) tiene como ecuacién y =2x — 4.
4 . ) 4 .
j; (2x —4)dx =[x —4)(]274
La recta que pasa por los puntos (4, 4) y (5, 0) tiene como ecuacién y = —4x + 20.
[7(~ax +20)dx =[-2x* +-20x]" =50~ 48 =2
4 4

A =4+2=6
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18. Halla el area de la region limitada por la grafica de la curva f(x) = x> — 4 y el eje X entre los puntos
de corte con este eje.

Cortes con el eje X: (2,0) y (-2, 0)

Fx)= [(x* _4)c/x:%3_4x F(2)-F(-2) =‘7%7% -

19. Halla el area de la region limitada por la grafica de la funcién f(x) =

el eje X en
X—2 yele]
el intervalo [3, 4].

S (gt —2): -2

20. Determina el area comprendida entre las funciones f(x) = x2 — 4y g(x) = x + 2 en el intervalo
[—3. 4]

f(x):g(x)—>x3—4:x+2—)x2—x—620—){X:_2
X

F(x):J(x‘\—ﬂf—(x—f—Z))dx:J(x“—x—é)(ﬁx:i—%‘—f}x
3

3
J (%% — x — 6) dx

2

4
J (x*—x —6) dx

3

n + = -2 - A-3)|+

J (x* — x — 6) dx
-3

3 2 2

+|F(3J—F(—2}|+|F(4}—F(3}|=‘2_—52—% +‘—%—2_—32 +‘ ECEA I

21. Halla el &rea comprendida entre las paraholas f(x) = x2 y glx) = —x? + 2.
f()=glx) > x*=—*+2 > x'-1=0—> x =+
Fix) = J(x‘\ —(—x*+2) dx = J(z)ﬁ Coydx =20 o
Area = |F(1) — (1)) = ‘—i . i‘ _8
3 3] 3
SABER HACER
i 2 I 54 2x% — oo
22. confirma que F(x) = 3; -+ % -+ %es una primitiva de f(x) = ”#. De todas las primitivas
de f(x), encuentra la que vale 3 parax = —2.
. 6x 11 3x*42x*—4
F 422 Te” 7
() 8 + 2 x? 4x?
3.4 -2 1
F-2)=——4+—4—+k=3—-k=3
(=2 2 + > + > +
23. Halla estas integrales.
a) J‘x2 sen x®dx c) fo"’ e dx
R X2
b) f2x3 sen (x* — 2)dx d) J‘x<(1 -~ tg27)dx
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a) fxzsen X3 ax :%fsx%en X dx = —%cos X +k

1
—f4x sen(x —2)dx:—§cos(x4 ~2)+k

b) f2xsenx —2
c) foQeXS*“dx f3x et dx = 3 Sere g

3 2 X3
d) [x* 2 Xl =2 tg| X4k
) [ 5 3g[2]+

x3 2 r3x2
1+tg? - |dx =2 | =
+i8 2 3f 2

141g

24. calcula las integrales.

V]
a) J.de g‘éx_ ax
3
7‘2/; o d fa%dx
2 3
5 at! af 7
a) fx/—dx —+/<— \/— 1k f—dx—8 Xt :32\/X_+/<
53 35
,_’_’] +1
3 4
7 % 21 - s53x°
b) f =25 =2 Yx" 1k d) [a dx=a-F—+k=""C vk
2 14y 8 24 2
3 5
25. Halla estas integrales.
a) J‘%dx c) J‘—dx
—6
b) fx3 dx d) f(Zx}" dx
4 3 1 1
4| x?dx=—4x"4+k=——+k S xtdx=—oxPtk=——+k
a) fx ax X+ X+ c) 5fX ax 5)( + 5X3+
3 1 1 1
—6| X dx=3x"?+k==+k — | xtdX=—-XCfk=—=+k
b) —6 [ X dx =3x" + s d) zfx W= Xk =

26. Calcula estas integrales.

2 - 2 _
a)f2X+3X 2dx b)J'x+6;( de
X X

2
a) f%C/X:2fXdX+f3dX—2f%C/X:X2+3X—2|I’1X+k

2
b) I#dx=f1dx+6f%dX—8f%dX=X+élnx+%+k

27. Calcula las siguientes integrales.

a) J.MTSGX b)J.()H_W dx
Xe 2X

a) fAXXZSdX:4f%dX—5f%dX:4|nX+§+k

(X +1? X2 42X 41 1 101 X° 1
ax = adx=— | x dx 1dX+— | — X =—4+X+—=InX+Kk
b) f 2X f 2X 2f +f +2fx 4 + +2 +

Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/
589



Integrales

28. calcula estas integrales.

XE
a dx
}J.‘l+x”

2 f1:2x" dX:f

4
o [

29. Halla estas integrales.
8x
Y p—
Vi
8x
a)
J N

X

4
‘ :2‘[\/1—(2)(2
W

1—(4x)

-1
b) [———— dx=
) f\/1716X2

30. Calcula estas integrales.
2
a) | ———adx
) J‘ X+ 6x +10

2
b) | ———dx
)J.X‘—SX—‘W

1

2
- x=2—
3 fx2+6x+1o f1+( :

X+3)

)f 8X+17 =2

3
s

=35
2
2f1+(2 1)

x—7)

il
b) J.m ax

:—arctg( )tk

dx=2arctg(2x —1)+k

—1
o) [~ ax
1 —16x*

dx =2arc sen(2x?)+k
2

ax = arc cos(4x)+k

3
9 J.xz—x—zdx

3
d |——d
)J.dx‘—&(—? “

dx=2arctg(x +3)+k

1
fde—zafCtg(X—Ll)-Fk

Y QR E—; \ff - dx =
AT ib—zﬂ i3]
=garctg\f7x—% +k
2
S = _ 1 =B B e
)félX 8X+7 f3+ 2X — 2 f [%(2)( 2)] ox 2 - [ﬁ(z)( 2)] ox
NE]

= arc tg[f(ZX —2)] +k

31. Halla estas integrales.

2
a)_j‘x2+6x—8(jx

2 2
) e * o

1

2
mjﬁ—&+7m

A
——+——|dx = 2=A(X+4)+B(x+2)— A=1B=-1
[+ 52 e 2=atcraa0e+2)

f[—fL]dx:In\x+2\fln\x+4\+k
X+2 x+4

590
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A B
b) f 8X+7 —fmd)(:f[m—i-m]dX—>2:A(X—1)+B(X—7)—>Azg,B:—g

1
3(x=7) 3(x-1)

1 1
=—Inx-7—=In|x=1+k
S =7 -5 inx =1+

f%dx:
X*—=8x+7

32. calcula estas integrales.

X —2
b) | —————dx
)J.X‘-I—EJX—‘IO )J.x<—8x—‘|7
X+3 2X+6
Inx 6X +10[+k
)fx +6X+1O fx +6x+10 ‘ roxH ‘+
2X —4 — 4+4 2X —8 1
2| ————adx =
)f 8x+17 fx —8X+17 fx —8x+17 Xt fx2—8x+17

:%IH‘XZ —8X+17|+2arctg(x —4)+k

33. Halla estas integrales.

a)J' 2% + 1 b)J' 2% — 3
x‘+6x—8 X2 — 8x+7
2X +1 2X+1+5-5 2X+6 5
= ax = ax — ax =
3 fx +6x+8 f X2 +6X+8 fxz+6x+8 fxz+6x+8

dx =In|x* +6x + 8§ —f

12 x+4

=In[x? +6x +8\+f[—+—

5 5
a ax =
2(x+2) X+f2(x+4) *
X 5 5
=In|x +6X+8\—§In\x+2\+§|n\x+4\+k
2x -3 2X—3—5+5 2x -8 5 B
_ _ dx=Inlx? —8x+7+ [|-2=+—=—|d
b) f 8X+7 f X2—8X+7 fx —8x+7 +f)<2—8x+ = n\x X ‘Jrf[ 7+X—1] X

5 5 5
7‘[6()(—1) O =In[x* ~8X +7]+ 2 Inx 7| = 2 Inx 1 +k

:ln\x278X+7\+f6(

34. Halla la expresién de una funcion polinémica de segundo grado que tiene (1, 0) y (3, 0) como puntos
de corte con el eje X, y cuya area limitada por la curva y los dos ejes coordenados vale %.

f(x)=ax>+bx+c f()=a+b+c=0 f(3)=9a+3b+c=0
f1(ax2+bx+c)dx—aX—3+bX—2+cx1——
0 03 T2 , 3
F(0)=0 F(1):1a+1b+c
3 2

a. b 4
FM)—=FO)=2+=4Cc==
()=F(0)=F+5+Cc=

Resolvemos el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

a+b+c=0
9a+3b+c=0ta=1b=-4,c=3
2a+3b+6c=38

La funcion cuadratica buscada es f(x)=x>—4x +3.
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35. Encuentra a, by c en la funcion cuadratica f(x) = ax* + bx + ¢, sabiendo que su gréafica pasa

V]
5
por los puntos de coordenadas (0, —1) ¥ (1, 2) y ademas f fX)dx = 3
-1
f(0)=c=-1 f()=a+b+c=2—a+b=3
0 ax®  bx? ‘ a b 5
ax’4+bx+c)dx ="+ +cx| ==—=+Cc==
J (ex*+bx+c) TS| =373 teg
Resolvemos el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
a+b=3
c=-1 —a=4,b=-1,c=-1
3 2 7 6
La funcién cuadratica es f(x)=4x"—x—1.
36. Halla el &rea comprendida entre las funciones.
fX) =x*+3x—2 gX)=—x*+x+10
Los puntos de corte de las dos graficas son:
X 4+3X—2=-X"+X+10— X, =2, X,=-3
2x%  2x? ‘1|16 —125| 125
K =373

‘f dx‘ ‘f 2x2 +2x712)dx‘

=|—+4-24—(-18+9+36) =
3T (—1849+36) 3

-3

7. ¢Qué area encierran estas funciones?
fx)=x+4 gX)=—x+2 hx =%+2

El punto de corte de f(x) y g(x) es (-1, 3). El punto de corte de g(x) y h(x) es (0, 2).
El punto de corte de f(x) y h(x) es (—4,0).
X2 -1 210
3x
‘f dx‘ U ‘:‘f[ +2]dx U f—dx‘ 4+2x74+777173

ACTIVIDADES FINALES

38. comprueba si las funciones F(x) son primitivas de f(x).
a) Fi) = —6exF+2x—1 flx) = 3x* —12x + 2
b) Flx) = 2* —x* —3x + 95 ) = &x — 12)(2—%)(2

X4 x—=2x—1
¢ R0 =5 0 = o — 17
dy Fix) — senxcosx fix) — 2cos?x — 1
x Xx+2
e F == T
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a) Fx) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 3x? = 12x + 2

b) F(x) no es primitiva de f(x) porque: F(x) = 6x* —2x — 3
2e-(x =N —(x*+1)  xF—=2x—1
(x—1)° (x—1)°

d) F(x) es primitiva de f(x) porque: F(x) = cos x - cos x + sen x (—sen x) =

c) Fix) es primitiva de f(x) porque: F'(x) =

=cos’ x —sen® x = c0s® x —1+cos® x =2 cos® x —1
e) Flx) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 1_ -2X'(X+”\_ =
x* (1)
¥+ 1
X+ x+2
o +1) xx+1)

2

39. comprueba que F(x) = 2x?> — 3x + 2+/x es una primitiva de la funcion f(x) = 4x — 3 + —‘/1?

De todas las primitivas de esta funcion halla aquella que cumple que F(1) = 5.

2
N

Las primitivas de f(x) son de la forma: F(x)=2x*—-3x + 23X +k

F(x) es primitiva de f(x) porque: F(x)=4x -3+

F()=2-3+2+k=5—k=4

40. La pendiente de la recta tangente a una curva en cualquiera de sus puntos es 6x.
Averigua la funcion de la que se trata, si se sabe que pasa por el origen de coordenadas.

:féxdx:3X2+k F(0)=k=0

41. calcula las siguientes integrales.

a) "(éx2 — dx + 3)adx

b) f(5x2— 3x — 2)hax

da 3. )
c)j(gx 4){ 2x.dx

d) j(O,EX‘? F1,3x7 0,2 dx

€) j( S lXS %x?)dx

Bx? —dx 4+ 3) dx = 2 — 22+ 3x + k

3 3,2
(5x° +ﬁx—2‘ldx—%+%—2x+k

» Je

0 )

f_x -3, _zx]dng_x_"_x Tk
d

» [

4

4 3
0,3%* +1,3x2 — 0,2) dx %+];i—i+k

lxr] ax=-" 45 _ B

4 4 20 12
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42, calcula las siguientes integrales.

a) [idx d) I-(i— 1ﬂ)dx
Jox Jix @
3 .
b) "?o‘x e I-(3x S+ Ndx
-2 2 '5_£)
c) j5x5 ax f) J.(gx P X
1 3 1 3 1 1
a) f;dlemurk d) f[;—?]dx:f;dx—f?dx:?»lnx+;+k
3 1 _ B 3
b) fﬁdx:—FJrk e) f(sx2+1)dx:3fx2dx+f1dx:—;+x+k
24 1 2,5 Slox =2 f5- N
<) f5x =tk f) I[BX +2 fx dx+5f O = - +5INX+k
43, Calcula estas integrales.
a) ﬂi—iz—xj—b(—ﬂd
At x
b)f( 3 L 3% Bx b 2x T bx C b 1Mdx
c) f —12 X Tx 5))dx
5 4 x*
— 7,)( 2X—1dx=——— == X2 =X +k
a) f[ + + ] T +
x¢ . bx

b) f(—3x5+3x2—5x+2x*1—6x*2+11)dx:—7+x 7+2|nx+6 + 11X 4+k

-1 =12 -1 12 1 x* 7x*  5x?
c) f[—2+7—x(x2—7x-5)]dx:f[ﬁ—7—x +7x2 +5x]d :;—12|nx—7+7+7+k

44. Resuelve las siguientes integrales.
a) f% j] dx d) J‘ :
0 Jfex=5)ex o f(
c) [(5 7+2)d f) [.

Ji s 2 x4
a) f[%f%]dx:f%+%+k d) f[ng2X+§+%d ;—;+%2+2Inxf—+k
b) f[2x—%]d)<:xz+4—:(4+k e) f[Bx—%X*UrS]d 73%——Inx+5x+k
c) f[s-%+2x]dx 5x+3—73+x +k f) f3—§+%_1—%]dx 32%+X—2—% +%+k
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45, calcula estas integrales de funciones potenciales.

X2 ) J‘ 4x?
o — 4+ 1] dx f - ax
) _ﬂ 3 J ) X
1

a) [(2x—7"dx= 5

2 1
ax ==Inl2x =1+k
f2X—1 2 | |+

4 4 5 4
b) f5x_7dx_gf5x_7dx_gln\5X77\+k
2
dx:f

c) f[%2+1

3x*
3X—2)aX =———-2x +K
d) [(3x-2)ax 2t

5 3
dX:X——&-ZL—l-X—I-k

X74+27X2+’|
9 3 45 9

e) f2x5—1 dx =%In\2x2 —1+k

4x* 4 p 3x? 4
f) fX3+1dx:§fX3+1dngln\x3+1\+k

46, Resuelve estas integrales.

a) f(,x PNV T 2x 3dx d) fe”‘\fe?’“-’-‘ 2dx
b) ij y’d (x> B dx e) jcostVsermx I 1dx
c) fe'i‘f\fb e¥ T4 7 dx f) f(1+senx)vcosx—x dx

a) f(x+1)i/x2+2)(—3 dx:%f2(x+1)i/x2+2)(—3 dX:g3(X2+2X—3)A +k
b) f 8xy(x* —5)3 dx =4 f 2x3(x? —5)3 dx:?:‘/(xz —5)7 +k
6

o2 5025 (esxfz +7)
<) fe“%/e”*2 +70dx = €f3e3X’2\5/6’3X’2 +7dx=—" 7 4k

18

6
d) fe“\/ezx*"’ 72dx=%f2e2*6\/e2**6 —2dx =%e"’ (e —2)3 +k
e) [cos2xsen2x+1 dx:%f2 008 2x JSenax 1 idx = 1 (sen 2x + 1) +k

3

f) f(1+sen X)4JCOS X — X dx:—f—(1+sen X)4JCOS X — X dx:—%J(cosx—x)3 +k

47. Resuelve estas integrales.

a) je”‘dx d) fS”“dx

. X+
b) jxex'dx e) jQTO‘X
c) fe%dx ) jaxe“z“dx
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a) fe“dx :%e“ +k

2 1
b xe“dx =—e* +k
) [ Se

3x 4 3%
9 fe4 dx=ze’ +k

d 52x+1dX 52X+1 k
) f 2 In5 *

e) fz%ﬁdx:fzgﬁdxzzﬁfgzgdxzz

f) f 3xe*dx = f 2xe* 1 dx =

48. Realiza las siguientes integrales de funciones trigonométricas.

a) [ coslx — 2)dx

b) [2)( senx’ dx

c) [(1 + tg? 2x) dx

a) [—cos(x—2)ax =-sen(x—2)+k

’
d) I‘W sen v x dx

e) I-cos?x sen x dx

’
ax
_l- cos? 3x

d) f—sen\/—dx——zcos\/—Jrk

3
b) [2x sen x* dx=—cos x> +k e) [cos’x senxdx:—Log Xk
1
1+ tg22x)dx == tg 2X +k t3x K
c)f(+g ) 28T )fcos3 o

49. calcula las siguientes integrales de funciones trigonométricas inversas.

X+3

+k

In2

X+
+k
2

X Cos X
@ [+ o [ e
b) [%dx e) [-%dx
AT —01—-x* J X+ xIn‘x
1 X
c) [70‘){' f) I.idx
J VT s JVa—x
f—arctgx +k )f COSX__(ix — —arc tg(sen x)+ k

—sen’x

ax =—arc sen(1—x)+k

1 1
°) fx+x|n2xdxzfx(1+|nzx) dx=arctginx +k
ax =
Nt A J—

d) f(?‘ I e*)dx

1
i f,/1—(1—x)2

c) IW :iarcsen( x) f)f

X2
—arc sen
2

+k

50. Calcula estas integrales.

a) J‘(senx b 2cos X dx

5 &
) o JFro
—3 3
2 d f ——d
o [ [
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a) f(sen X+2cos X)dx =—cos x+ 2 sen x+k d) J(Z‘—f—e") dx = |22 e +k
N
5 s 6

b) J —dx=05arcsen x+k e) J—dx:12\/;+k

T—x° X

=3 . . 3
Q) f - dx=—3arctgx+k f) J_ - dx = 21—3x +k

x*+1 V1= 3x

51. Resuelve las siguientes integrales.
a) J,{Alx‘1 — 52 + 6x — 4 dx

b) J,{2X — 2)cos(—x* + 2x)dx

4x°  5x

a) f(4x4—5x2+6x—4)dx:?—5?+3x —A4X+k
semx  cos*x

+k

2 2 _
d) f(cosxsen X +C0s’x sen x)dx = 3 3

c) J.{senx + 5cos x — 1)dx
d) J.{cos X sen’ x + cos’x sen x) dx

c) [(sen x-+5c0s x —T)ax =—c0s X +55en X — X +k

b) [(2x—2)cos(—x* +2x) dx = —sen(-x +2x) +k

52. Calcula las integrales que aparecen a continuacion

3
a) J-1 0 ax ]
3x
o [@x=20-nax o [t o
x 1 " 1
).I-3vX+'|dX f),ﬂ,xp ’I2X-’|de
)f dx =—3arctgx +k
b (4x +2)(x —1dxf —X —2X+Kk
) [@x+ ) 3 -
X411 12 3
c) f3 — _Sf(x+1)2 =SV + 0 +k
X 2X
d) fze%dX:f(z-l-eX)dXZZX—i-ex—i-k
4x 3
ax == In[1+2x?| + k
°) f4+8x 142X 16 ‘ - H
1 1 1
f ax = dx =—arctg(2x —3)+k
) f4x2—12)<+10 f1+(2x_3)2 ; arctg(2x=3)+
53. Calcula las siguientes integrales.
e) ftgaxdx

a)j ax
X213

1T x
f) [de

f('l -x)arclgxdx J
1 "cosx
2 .[Zxﬁ o ) J senx ox
s
h) [@X dix
J cosx

d) [ n3
J xlIn®x
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1 r—35sen3x 1
——Inx +3 +k e tg3x dx =——= | ——= dx =——1In|cos 3x| +k
)f ‘ ‘ ) fg 3J cos3x 3 | |+
1 1—x 10 2(x=1) 1 2
b —— dx=Inlarctg x| +k f ———X=—= | ———dX=—=In|(X =1 +1+K
)f(1+xz)arctgx larc tg A ) f1+(x—1)2 2f(x_1)2+1 2 ‘( ) ‘
cos X
+/< ax =Inlsen x| +k
gl fsenx | |
In3 In3 sen X
=—+K k
)fxlnx Inx h) fcosx cosx+
54. Calcula las siguientes integrales.
7e”
da —x
: f(ewa)-*
I'senx Cos X
(cos x I sen x)?
5en x
—
) I.cosx I 5)?
)J'Zco‘;x X sen x
x cos x + sen x)?
J‘ Senx — cos X
) L=
1+ 2senx-cosx
a) [~ L '
(e” +4 3(e +4)
)f Senx —cosx B 1 Lk
(cos x 4 sen x)? COS X +Sen x
f sen x B 1
(cosx +5)’ 2(cos x +5Y
f 2C0SX —Xxsenx -1 ik
(x cos x +senx)’ X €OS X +5en X
)f sen x —cos x :f i senzx—cosx d :f senx—cosx2 _ 1 Lk
142 sen x-cos X Sen’x 4 Cos’x 42 .sen X -cos X (sen x + cos x) Sen X 4+ cos x
55. Calcula las siguientes integrales,
a) J‘ )dx c) J‘ M ax
1+xZ _ Vx
3 V4 g%
b (—]O‘X d J‘fo‘x
)J‘. 7 ) (e¥ + 1)°
a) f[ ] £+12arctgx+k c)fXJ”/; ax =235 + 8457 4k
1+x Ix 7
3, 2 3 2X
b) [|ZAC o W m g d) [ =k
7 56 (e 11) a(e™ +1)
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56. ;Son ciertas las siguientes igualdades?

f(X} f {(x)dx
a) f[fm-gtxndx - (ff()()dx)‘(fgix}dx) b) j
W) J, () dx

Justifica las respuestas utilizando las funciones f(x) = x + 1y g(x) = 2x°.

2x°  x*
a) f f(2x +2x)dx ==+
2

ff(x)dx:f(x+1)dx:%+x

4

= [26 ax =2
fg(x) X f X o=
No es cierta la igualdad porque (ff(x)dx)-(fg(x)dx) es de grado seis y f(f(x)~g(x))dx es de grado cinco.

b) fmdxz )(Jr1d)(:—i—i

g(x) 2x° 22X 4x?
2
Jf(x)ax 2t a2
Jexyax  xt XX
2

No es cierta la igualdad.

57. Calcula las integrales.

1 iR Y
a) I-m ax c) J.(x VX +2) dx
2 g
by | ——d d d
)J‘\j,f'éx—7 X )J‘VQX-'] X

a) fﬁdx:f(x—3)’%dxz2\/x—3+k

2 1 2 (6x =7y
b) fmd)(:gfé(é)(—ﬂ 3 dX:f+k

7
X° 4x? 4x® x? 8x?
ax =—-— B +4xX +k
5 7 3 2 3

5 1
—2X2 44X+ X —4X2 +4

c) f(xz—x/?+2)zdx:f X"

9 9 1
d dx==[22x+N2dx=92X+1+K
) fw/2x+1 2f ( )

58. Calcula las siguientes integrales definidas.

1

a | G 2¢1 7ax d) f o xdx
—z -3
1 3
b) J‘ W Ddx e) f 2x'  x* 1 Sdx
5 3
2 -2
c) I-(x3—5x2+x—1)o‘x f) [ (4 — &x% + 1) dx

~ 4
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X,

b) F(x)= [(x* —1)ax =2 —x
) Flx)= [ =Tax ==
1 125 112
F(=1)—F(=5)=|—=+1|-|- 22 15| =112
()-F(-5)=[ -3 +1)-[-Z+5)=5
4 5X3 X2
Fx)= [(x*=5x2 4 x—Nax =2 _2X X
o F0= [ X =TT
81 9 93
F(3)—F(0)=|2 4542 —3|—0=-22
@)-F () =[5 -15+3-3)-0--2
59. Calcula estas integrales definidas.
2
1
a) J‘] o ax
2 .
b}J.xe*"dx
a) fzid)(:lllnxrzllnz
" 2x 2 772
b) “xedx =3 [Foxerdx =2l = et —1
Jyxeax=g [J2reax=le”] = 5(e" 1)

60, Resuelve.

4
a)LXIZdX
b)fdé,,dx

5 X

! 1 4
c)j(x - ,\)dx

P X1 X

1

d)

dx

1+

a Fx= 4 o‘x:4|n|x+2|
x+2

4 dx=F5—-F=4In7-4In4=41In—
) ¥+ 2 4

d) Flx)= [(ox —xjax ="

F(O)—F(—3):O—[7Ti9—%]:¥

e) F(X):f(2X47X2+5)dX:—f—+5X

f) F() = [(ax°—6x" +1)dx = x* =2x° 4 x

F(~2)—F(=5)=(16+16—2)—(625+250 —5) = —840

c) f se0 x dx

frrd
d) L'l I tg? —dlx

c) [ senxdx=[-cos x]' =0

o
sl

0

™ ZX - o
d) fo[1+tg Z]dx_ =4

1
- 2
e) J.P dx
o V10X

3
8 ax
4

f &
}_] T

g) J.'_“(E Cosx — 2senx)dx

2
h)J‘ﬂ'dx
O
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o F(x}:”x— 1 +i]dx:X—‘—|n|x—1|—i
x—=1  x° 2 X

* 1 4
J [x— +—\]o‘x:F(4)—F(2):7—In3_|n1:7—|n3
3 A= -

X

d) Fx) = 2 dx =2arctgx
1+ x?

1 -
f 2 =F)-F-N="4T=x
ETS 272

e) Flx)= J 2 dx = 2 arc sen x
1—x?

x4+ 4

[ 8
f) F(X)ZJ - dx =163 x + 4

"3
o8 ) :
dx = F3) — Fl—=1) = 167 —164/3
J_1 Nx+4

g) Fx)= JG cos X —2 senx) dx = =3 senx + 2 cos x

f _ (3cos x—2senx) dx = F[l

]—F(O)Z—S—S:—S
2

61. completa en tu cuaderno la tabla con la funcién representada en el grafico.

Y

X 1 2 5 4 5

Areaentre 0y x

x 1 2 3 4 5
Areaentre 0y x ’ 6 N A S
2 2 2 2
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62. Representa la funcién f(x) = 2x y completa en tu cuaderno la tabla de su funcién integral.

X 1 2 3 4 3

Areaentre 0y x

Halla la expresion analitica de dicha funcién.
Y

14 X 1 2 3 4 5
Areaentre 0y x 1 4 9 16 25

La expresion analitica de la funcion es: F(x) = x°

63. Calcula cada una de las siguientes integrales a partir de la grafica de f(x).

v : .
/ \h\ fix)

/ [

0 7 4 8

a | fooax o | Fooax o | fooax o | foodx
[ I J J
a) [ f(x)dx=—6 0 [ (x)ox=-225+025+m+2=x
b) [f(x)ax=m+3 d) [ F(x)ax=3

64. calcula cada una de las siguientes integrales a partir de la grafica de f(x).
Y4

%)

9

2 3 & ]
a) J‘ fix) dx b) f f{x)dx c) f f(x) dx d) f f(x) dx e) iCual es el valor def f(x)dx?
0 2 3 & )

a) [ flx)ox=2 b) [Fx)ax=2 o [F(x)ox=75 d) [F(x)dx=-3 o) [f(x)ox=85
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65. Determina el area que queda situada bajo la funcion y sobre el eje X en los intervalos
[0, 2], [2, 5], [2, 8], [8, 9], [0, 5] ¥ [5, 9I.

Y

i) A
N
14
1 X
Al10,2)= 22 =5 A(12,8) = L7 Allo, s)) =5+ 077 = 809
A([2, 5]) = 89=27 A(8, 9]) = 7512 A5, 9]) = 602%% _ 7ch>11

66. Calcula el 4rea sombreada.

67. Determina el area de la region comprendida entre la funcién, el eje X y las abscisas indicadas.

a) fix) — 3x? — 2x X=2,x=14
by flX) =x*—x?+5x +1 x=1,x=3
) flx) = 5% x= 1,x=2
d)f(,x)—in ¥=3x—=28
Xd
) T ar
e) fix) sen(x ?) X=X -
a) F(X):f(3x272)()dx:x3fx2 A=|F)—FQ)| = |48 —4| = 44
_ s s X' X sx° 147 41
b)F(X)_f(X —Xx +5X+1)dx_z—?+7+x FO| == -2
5 25 1 124
F(X)= | 5"dx =— A=|FQ) -F==—-——|=—-
¢) Fx) f In 5 ‘() ( )‘ In5 5In5 5In5
4 4 1,4/ 5
d) FiX)= | —-dx=— A=|F@8)—F@Q)=|—-= =z
)()fxz . IF@®) (>\‘2+3‘6
3
Fx)= [sen|x —Zldx = —cos|x —~ —IF2® —Fml = =0 =
e) F = [ [ 2] [ 2] A F[z] Flm)| =[1-0] =1
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68. Calcula el area de la region comprendida entre la funcion f(x) = % + X, el eje X y las rectas
X=1yx=e.

218 2
fe[l+x]d)(= nx+2- _lre
X 20 2
69. calcula el 4rea sombreada.
3 X3 |28
‘fw(—x2+2x—2)dx‘: —?-&-XQ—ZX ==
B 1

70. Calcula el area de la zona limitada por la funcion, el eje de abscisas y las rectas verticales
que se indican. Ten en cuenta que las funciones pueden cortar al eje X.

ay flx) = 3x* + 16x — 12 x= 7,x=0

by fx) — 2x2 + 6x — 20 X—==1,x=5

c) flx) = 2x*  19x> +49% 20 x— 1,x—=3

d) f(x)—sen(x—%) X=0,x=m

e) flx) — 4 — 4 X=0x=2
X =—6

a =023 +16x—12=0—

3

Fx) = J(3x3+ 16x —12) dx = x>+ 8x2 —12x

-+

—6
U (3x% +16x —12) dx

J (3x? 4 16x —12) dx
-5

= |(—6) — A—7)| + |F(0) — F(—6)| = 144 — 133 + |0 — 14| = 155

b) f(x)=0—>2x*'+6x—20=0_>|if2ﬂ

3

2; + 3x? — 20x

Fix) = J(Z)(2 + 6x — 20) dx =

f (26 + 6x — 20) dx + [ (26 + 6x — 20) dx = |F(2) — F(=1)| +|F(5) — FR)| = ‘—ﬁ -

L 3003

175 68
+|—+—
3 3

=126
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X =

A fl=0—-2%—1%"4+4% —-20=0—

L -P-I\_;l_.

X =
X =

— 20x

19 497
+

Fix) = J(ZX;—]9X2+49X —20) dx = X?_— ;

J_ (2% — 19%* 4 49% — 20) dx| + J (2% —19%% + 49% — 20) dx| =
1

= F[l]—F(—UJr F(ﬁ)—F[i :‘_ﬂ_ﬁ ‘ 04 M| _ 439
. 2 % 9% 48
d) f(XJZO—)ser:[x—l e
2 2
Flx) = JSE’IJIX — 1] dy = _mglx _ 1]
2 2
_ SEH[X—l] x|+ sen[x—l] dx| =
0 2 2 2
=‘F = —F(O)‘-l' F(‘n)—FI%]‘:|—l—0|+|0+l|:2
el Ii=0-4"-4=0-x=
4
F(x)zjm*—zu dx = —— — 4x
In4
o 2 4 1 16 4
(4" — 4) dx (4" — 4 dx| = |F(1) — FO)| + [FQ) — F)| = | — =4 = —{+ |—— =8~ ——+ 4/ =648
0 1 In4 In4 In4 In4

71. calcula el area de la region comprendida entre la funcion, el eje X y las rectas dibujadas
en las siguientes graficas.

B o

I
=
=2
.
£
+

i

a) U:(xz _éx+5)dx‘+u5(x2 —éx+5)dx‘+‘f:(x2 —éx+5)dx‘ -

1 5 6

x° 7
Z__3x?+5x :HJF‘
3 3

X3 X3
=[Z——3x?+5x Z__3x%+5x
3 3

32 ‘7 46

* 3 5\:?

+

0 1 5

b) ‘f:()@—4)(2—x+4)dx‘+‘fﬂ(x3—4x2—x+4)dx‘+‘f12(x3—4x2—x+4)dx‘:

) 1 X_“_4_X3_X_:4;*\_ﬂp\&\ﬂ\*%
12l 2l 2

-1
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72. calcula el area de la region limitada por el eje X, las rectas verticalesx = —1yx = 2
y la gréfica de esta funcion.

| x* six<o0
ﬂx’_{ﬁ six=0

o[ 1 a2

3

+ —

‘fjx?dx‘JrU:\/}dx‘: 075 2

X
= |+
371

73. calcula el area de la region limitada por el eje X y la grafica de esta funcion.
X+5x  six<-—1
fix) =12x—2 si—1<x<2
—X*+3x six>2

Cortes con el eje X: x> +5x=0—x,=0,X,=-5 2X—=2=0—x=1 —X*+3x=0—-x,=0,X,=3

‘f_?(xz +5X)dx‘+‘f_:(2x—2)dx‘+‘f12(2x—2)dx‘+‘f23(—x2 +3x)dx‘ -

x* 5x2] °
_ +_
3 2

X, ¥
32,

56 7 149
== =41+ L= 22
‘ 3 +|-4]+ +6 2

+

o —2x] |+ 5 - 2]

2
1

-5

X +6x—3 six <1
74. Sea la funcion g(x) = | 6
X

Determina el area de la region limitada por esta curva, el eje X y estas rectas.

six =1

A x=-1.x=0 by x=3,x=7 O x=-1.x=4
a) A0=0—o3"+6x—3=0—>x=—1+v2

Fix) = J(sz 4+ 6x —3) dx = x* + 3x? — 3x

a
J (3¢ + 6x —3) dx| =|FO) - F=1)|=[0 -9 =5

b) Flx) = Ji I = 6|n|x|
X

:|F(7)—F(3}|:|6|n7—6InB|: 6In%

+ +

14+ 42
c) J (3x? 4+ 6x — 3) dx
1

1
J (3x? 4 6x — 3) dx
—1+ 42

4
de
]X

F1) = Fi=14N2)| + [Fe) — F1)| =

= =1+ 2) - A1)+

:‘5—4\5—5‘+‘1—(5—4\5)‘+|6In4—6|n1|=8~.5+5+6|n4

75. calcula, en cada caso, el area comprendida entre las graficas de las dos funciones.
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{fi —0,x, = X yax— ‘_ X9
a) Las graficas se cortanen x,=0,x,=3 — U;( X +4x X)dX =13 + 2, =3
- 3, ) 2x° 5
b) Las gréficas se cortanen x,=0,x,=3 — fo (fX +4x—X +2X)dx = 7T+3X =9
)
2 2 31°
c) Las graficas se cortanen x,=0,x,=6 — f6 XX x|ax| = XX
o2 4 4 12,

76. Halla el area de la region comprendida entre las graficas de las siguientes funciones.

a) flx) =2x 1 gxi=x 4
b} fix) — 3 gx) — x*
c) fi) = vVx ) —x
d) fix) =X |+ éx glx) = x°

e) fl) —x — &@+ W g — X —3x
a) Las graficas se cortanen x,=-1,x,=3.

3

32

f3(2x—1—xz+4)dxl_x3+xz+3x
-1 3

-1
b) Las graficas se cortan en x, =—/3, x, =+/3.

Vo
‘ﬁi(B—xz)dx‘: 3)(—)(—3 =43

c) Las graficas se cortan en x,=0,x,=1.

2\/?_)(31
3

X1
31| 3
]

-3

(7)o =

d) Las graficas se cortanen x,=-2,x,=0,Xx,=3.

0
0 3_ 2_ ‘ ‘ 3 2 _ 3 ‘7 ﬁ_i_ 2 X3 2_)(7‘1 7@
‘ﬁz(x X éx)dx+f0(x +6x—X°)oX| = L | +3x° = 1=
e) Las graficas se cortanen x,=0,x,=3,x;=4.
3 . 4 3 3 4 3 4
U (x3—éx2+9x—x2+3x)dx‘+‘f (x2—3x—x3+éx2—9x)dx‘: )(——7i+éx2 + —X—+7L—éx2 A
) 3 4 3 4 3 5

77. Halla el area de la region limitada por las funciones f(x) = %, gx) = %x +2yhx) =2
J_[ix+2—2]dx JJ[£—2]@‘X:HBL3
0 2 , Lx 4

78. Calcula el area comprendida entre f(x) = %x3 y 8(x) = x.

+

+“1o|n|x|—2x]j =[3—0/+[10In5-10—(10In2— 4| =10 In%—B

0

Las graficas se cortanen x,=0,x,=-2,x;=2.

O’I 3 2 ’I 3
‘ﬁz[ix —x]dx +‘f0 [X—ZX ]dx
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79. Las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x determinan regiones del plano que son la repeticién
de una figura. Determina el area de la figura base.
¥

1
SeNX = 05X —

Flx) = J (sen x — cos x) dx = —cos x — sen x

H

20. Dibuja la parabola y = x2 — 2x — 8 y su recta tangente por el punto de abscisa 2. Halla el area
de la region limitada por ambas y las abscisas 2 y 4.

5w

f (sen x — cos X) dx| = ‘F

5w

=N2 +V21=22

—F

2} Comoy' = 2x — 2, la recta tangente es:
!‘“/ y+8=2-2) > y=2x-12
X
Fi) = J(x3 —~2%—8—(x—12) dx =

:J(xz—élx—l—-’-l) dx:%—2x2+4x

4
J (x? — 4y + 4) dx

= |4y - 2| = ‘1—6 < E‘ ot
3 3 3

1. Dadas las funciones f(x) = sen x y g(x) = sen 2x en el intervalo [0, %‘ halla el area encerrada

entre estas dos funciones en dicho intervalo.
25en x cos X —sen x =0— X, :o,xzzg

j?(sen X —sen 2x)dx
3

3

1(

‘jj(sean—sen x)dx‘+ +

1
= [—5 COS 2X + COS X]

1
[—COS X+ 5 cos 2X1

0

82. Halla el recinto maximo comprendido entre las siguientes tres funciones.
flx) = —x2 — 2x gx) = —x? + 4x h(x) =%(x2—2x—8)

flx) y g(x) cortan en x=0.

fix) y h(x) cortanenx=-2yx=1.

g(x) y h(x) cortanen x = —% yenx=4.
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\f_L(f(x)—h(x))dx\Jr‘f‘;(g(x)_n(x))dx‘_

Ik

\f O%(g(x)—h(x))dx‘Jr‘ St -h()ox

i

A’ +x-2)
3

4(x>+x-2)
3

ax ax ax|=

3 3

+f41[_2(2)(2 —7x—4)]dX _fi[_2(2x2 —7x—4)

1 4 0

—ax—ox?+2ax] | [—axt 121 1 2ax] | [[—ax 212+ 2ax ] | [—axd —ex2 g 2ax]|
; 9 9 9 9 ;
2 —% 7% 0
_e 8125 14y,
436 9

83. calcula el area de la region indicada en el dibujo sabiendo que las funciones que aparecen son:
flx) =8 —2x — x2 gx)=x+4 h(x) =4 — 4x

‘f_i(f(x)—g(x))dx‘+‘£(f(x)—h(x))dx‘+M2f(x)dx

:‘fi(—xz—3X+4)dX‘+U:(—X2+2X+4)C/X‘+‘L2(8—2X—X2)dx‘:

84. De una funcién f(x) tenemos los siguientes datos:

1 X3 2
8x—x?-2—
3

3 2 0
_X__3L+4X
3 2 .

:§+E+§:26

- 3 3 3

+

X,
——+ X +4x
B

0 1

= f(—1)=—-19

mf(2) =24

® f7(x) = 18x —10

Determina su expresion analitica.

Ei) = J(]SX—]U) dx = 9% —10x + k
Sif(2)=24 536—20+k=24 > k=8 yentonces: fx) = %’ —10x + 8
Fix) = f(9x3—10x+8) dx =3 —5x° +8x 4+ k

Si-=—19— —-3-5-8+4k=—-19—>k=-3

Por tanto, la funcion es: f(x) = 3x® — 5x* +8x — 3
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&
85. ¢Es posible encontrar una funcién tal quef f(x)dx = 8, pero que el area descrita por la funcion,
1

el eje de abscisas y las rectas x = 1y X = 6 sea 12? En caso afirmativo, represéntala.

Si, es posible si la gréfica de la funcidn esta Y
por encima y por debajo del eje X.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

, cuando x > 0, es como sigue:

e - 1
86. =
La grafica de la funcion f(x) i

a) Halla una primitiva de la funcion f(x). b) Calcula el area de la region sombreada.

a) Fx)= [

2X +1

dx = % In(2x +1)

b)

4
2

B In(2x +1)1 = %(In 9-1In5)

4
f dx‘:
22X +1

X2+ 2x

87. Halla el area de las figuras sombreadas, si la grafica corresponde a la funcién f(x) = 3

Y

, ) o 2 1% x| |18 5
El delaf de | daes: || —(x*+x dx‘:—- Z 4+ =‘—[— 2]:—
area de la figura de la izquierda es f (X’ +x) T+ |7l 3+ 2

, ' 6 N ES [64 ﬂ 91

(X)X = [ 2] | == (72418) - | =+ 8| ==

El drea de la figura de la derecha es f (X* +x) ‘ 3+5 4 4l( +18) 3+ A
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28. Representa graficamente el recinto plano limitado por la pardbolay = x2 — 4 y larecta
que pasa por los puntos A(—1, —3) y B(3, 5). Calcula su area.

La ecuacion de larectaes: y = 2x — 1

e

5 3
- + x4 3
3

—1

J (2% —1—(x* — 4) dx :J (—x% + 2x + 3 dx =
1

:9+£:£
3 3

89. Seaf(X) = |x2 — 3x + 4/|. calcula el area encerrada entre la grafica de f(x), el eje X y las rectas
X=—-2yX=05.

s 3 2 5
Como f(X)=|x*=3x+4 =x*—3x +4, el 4rea pedida es: ‘fz(xz —3X+4)dx‘: %—%Jﬂlx :2;25
2
20. Determina el area que encierra una parabola que pase por los puntos:
1 25
—-2,0 (—, —) 0,6
( ) 2 a (0, 6)
y la recta y = x en el intervalo [1, 3].
La ecuacion de la pardbola es de la forma: y = ax* + bx + ¢
(=20 —=4da—-2b+c=0
[lﬁ et Tpge B, G-Badl e
2 4 4 2 4 a+2b=1 bh=1
06 —=c=6
Entonces, resulta gque: y = —x? + x + 6 X x+6=x—>—x+6=0—x==+J6

3 6

3
e

+ 6x

3  El
+’—%+6x| :4\/5—%%9—4\/5:%

3 Ny
J (—x*4+x+6—2x dx:f{—x2+6) dx+J(—x2+6)dx=
1 1

VB

91. El calculo de una integral definida se relaciona con el drea bajo una curva. Explica por qué se
verifica entonces que:

[ &
f(xz — 2X)dx <J (x2— 2x)dx
o 2

_ =0
2_x=0-{"
X _)|X:2

J (x‘\—ZX)dx:J (x2—2X)<Jx+J (x> — 2% dx
0 0 2

2 6

(X2—2x}dx<J (x? — 2%) dx

-

J (xz—Zx}dx<U—>J

0 0
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92. De la funcién f(x) = x* + bx + ¢ se sabe que determina un area de 36 unidades cuadradas
con el eje X y las abscisas 0y 3, y que corta al eje X, al menos, en el punto (—3, 0). Halla
su expresion algebraica.

by’ =36

I}

J (6> + bx 4 ) dx = 36 =
0

ok
—)9+7)+3c —3653b+2=18
Si el punto (—3, 0) pertenece a la gréfica de la funcion: 9 — 3b 4+ c=0—3b —c=9,

yseobtieneque:c=3 —=sb=4—>f)=x+4x+3

93. Se sabe que la funcidn f(x) tiene simetria par y que la funcién g(x) tiene simetria impar. Ademas
se sabe que:

2 2
f fFX)dx = 6 f gdx = 4

calcula cada una de las siguientes integrales definidas.

2 2
a) J, (fix) +g0q)dx e) J‘ gix)dx
-2 =
2 0
b) %J. (fx) — gb)) dx f) | (f)—2)ax
0 -2
c) f (F0) + F(— X)) dx g J."gmax
5 —2
o ‘] ‘l 1
d) f (Sg{x) _?ﬂX} +E)dx h) J‘ (g0 —g(—x)dx
i =il

a) [(F0+ex)ax=["f(x)ac+ [ g(x)dx=6+0=6

b) %foz(f(x)—g(x))dx:%fozf(x)dx—%fozg(x)dx:%—1:—%

o [ (F)+F(x))ax=2[" F(x)x=12

d)f[ (X) - (x)+ %]dx:Sfig( dx— [T+ [Tk =—12-34+2-
e) [“g(xax=[ g(x)ax+ [ g(x)ox=0

0 [ (Fx)-2)ax= [ fxox— [ 2dx=3-4=1

g) jig(x)dX:—

h)ff ))ax =0

94. Dada la funcién: 2ax* —x+4 si x =1

ax +2 si x>1

a) Calcula un valor de a para que la funcion f(x) sea continua en todo R.
b) Para el valor de a calculado, halla el area delimitada por f(x) en el primer cuadrante.

|

a) 2ax’ —x+4=ax+2parax = 1 2a-1+4=a+2—a=—1

1 2 2 x T K 23 1 13
b ‘ —2X* +X+4 dx‘+‘ —X+2 dx‘ — M| ||t 2X| | =t =—
A o+, ¢ ) 32 S 2 |62 3
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2
95. En la figura aparece la grafica de la parabola y = XT.

Y

Halla el valor de m para que las areas de las superficies rayadas sean iguales.

37m 2

X X3
| =x-=
1 12

= :fm2 12

14

2
1—L ax —
4

96. Sea f(x) = x* + bx, donde b es una constante.

a) Encuentra el valor de b sabiendo gue hay una primitiva F(x) de f(x) con F0) — 2y F(3) = 20. Encuentra también
la expresion de Fix).

b) Dibuja la curva f(x) cuando b = 1y halla el area delimitada por dicha curva vy el eje de abscisas entre los puntos
deabscisax — 0yx — 2.

x® bx?

F(xX)= | (x> +bx)dx =" +—+k
a) F(x)= [ (x* +bx)a =+ =+ "
F(0)=k=2 F(S):9+%+2:ZO—>D:2 \ /
flx) == --1/
X3 ——t : o
FX)="F+x"+2 1 X
Yo, L e o] e T 15
b) — [ (x* —x)ax+ [ (x —x)dxf—?—?o ?_7w7€+€71

97. Determina los valores de los parametros a, b y ¢ para que la funcién polinémica
f(x) = ax® + bx? + cx tenga un minimo en el punto (3, 0) y el area limitada por la grafica
de la funcién f(x) y el eje X sea 277.

Como x =3 es un minimo sobre el eje X, entonces esta raiz es doble.
f(x)=ax(x-3) f(x)=3ax"+2bx +c

f3)=0—27a+95+3c=0

) —b=—-6a,c=9a
f3)=0—27a+6b+Cc=0

3
88 e 88 2 4y
T2 2 4

axt  eax® N 9ax?
3 2

fog(ax3 — 6ax® +9ax ) dx =

a=1b=-6,c=9

98, Sean las funciones f(x) = x2y g0} = |x|. Calcula el area del recinto limitado por f(x) y g(x).

—X sSix<0
= f(X)=g(x)—=Xx,==1Xx,=0,x,=1
TOR (X)=8(0) X, =1, =0,x,
0 2\ 1 2\g T e el
N R e
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99. calcula el valor de 2 > 0 para que el drea de la region acotada por las curvasy = x2ey = ax
sea igual a 4 unidades cuadradas.

ax? x|

2 3

3
:a :4%82@:2%

ax—x*=x(a—x) j;a(ax—xz)dx: -

0

100. La funcidén cuya grafica aparece en el dibujo es f(x) = sen x. Considera el recinto sombreado
en la figura y realiza lo siguiente.

¥

14

s\l

s ¥

a) Halla de forma aproximada su area y razona cual puede ser su medida.
b} Calcula su valor mediante el calculo integral,

a) Elrecinto sombreado corresponde aproximadamente a 4 rectangulos.

A=4[1-1]=4—“~—~4,18
3 3
b) senx =1—

J“ (1—senx) dx + Jn1dx+J (1—senx) dx = [x+cosx]“l+[x]? +[x+cosx]_§ -

J; —Im—1=2r—2=428

:11—1—14-211—114—
2

101. Dada la integral f% dx, encuentra los valores de A y B tales que:

8x—7 __8&-7 _ A _ B
X2—x-2 x—2)x+1) X—2 x+1
Opera en el Gltimo miembro e iguala los polinomios. Después, resuelve la integral.

8);(‘7]\: A2+ B]—)Sx—7:A(x+1)+S(X—2)
W2+l X=-2 a4 A+B=8 |A=3
A—2B=—-7|B=5
a7 e = [ - + > ]c;l'x:3|n|x—2|+5|n|x+]|+k
x—=2x+1) Xx—2 X +1

102. Al llover, una gota de agua cae desde una altura de 600 m. ;Qué velocidad tendra

a los 3 segundos? Determina mediante integrales el espacio que habra recorrido hasta
ese momento.

iCuanto tiempo tardara en llegar al suelo?
(La aceleracion de la gravedad es 9,8 m/s?).

La velocidad viene dada por la férmula: v = 98¢
Alos 3 sequndos, la velocidad es: v =294 m/s

.
= J 9,8t dt = [4,9{“]5 =441m 492 =600 52 =12244 >t =11,065

0
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103. En una pared de 6 m de altura se quiere pintar de blanco la figura que encierran estas funciones.

fO)=—x2+3x+ 4
gX)=2x2—-3x+ 4
a) ¢Cual es la superficie gue hay que pintar de blanca?

b} Sila pared tiene 23 m de longitud v se quiere repetir esa figura dejando 5 m entre figura y figura, Jcuanto costaria
pintar las figuras, si cada metro cuadrado de pintura blanca cuesta 2 €7

a) f(x)=g(x)— x,=0,x,=2

f;(f(x)—g(x))dx+‘ﬁ2(6—f(x))dx‘:‘j;1(—3x2+6x)dx‘+‘ﬁ2(xz —3x+2)dx‘:

¥ 3x2 11
x4 3] |+ [ 22X o] =
[0 2|+ -2 4]
b) La superficie que se quiere pintar es 4’1_61 m? =% m?. Costaria 2~% m? =4—;€.

104. La variacion instantanea de la cotizacion, su derivada, sigue durante una semana la funcion

f(x) = 0,02x2 + 1, donde x es el dia de la semana (0 = lunes, 1 = martes...). Si el lunes cotiza
a 5 €, halla la funcion de cotizacion.

3
Fu):f(0,02x3+l) dx:0,02»%+x+k
3
SiF(U):S—)k:S—)F(x):U,O2-X?+X+S

105. La siguiente funcion tiene por ecuacién y = x2. Podemos calcular el area que queda debajo

de la curva, sobre el eje X y las abscisas 0 y 4, de forma aproximada utilizando el area de los
trapecios que hemos dibujado.

Y
1 o
7
2
T . A
X
1 2 3 4
El area de esos trapecios es:

1 5 13 25
A1—? Az-? As—T Aa—T

A, +A,+ A, + A, = 22 unidades cuadradas
a) Realiza el calculo por medio de integrales y comprueba que el error no es excesivo.

b) Calcula, mediante los dos procedimientos, el area de la region que la curvay = 6 + x — x% describe en el primer
cuadrante.
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b) T|:6 T2=5 T3:2
h+T+T:,=13
27

=L =135
L 2

X

3

By 4+ X
2

J 6+ x — x%) dx =
0

106. Un mévil que parte con una velocidad inicial de 3 m/s se somete a una aceleracidn constante
de 2 m/s. Eso significa que su velocidad viene expresada por la formula v = 3 + 2t, mientras
que el espacio que recorre en funcion del tiempo es e = 3t + 2,

- . 1
(Recuerda que, en un movimiento uniformemente acelerado, v =v, + at y e = vt + Eat"—’),

Representa la funcién velocidad y calcula:

a) El area comprendida entre la grafica, el eje de abscisas y las abscisas 0y 2.
b) El espacio recorrido en los dos primeros segundos.

¢) Elarea comprendida entre la funcion, el eje de abscisas vy las abscisas 0 y 5.
d) El espacio recorrido en los cinco primeros segundos.

e) El area comprendida entre la funcion, el eje de abscisas y las abscisas 2 y 6.
f) El espacio recorrido entre el segundo 2 y el segundo 6.

2
]

a) J (3420 d:=[3r+r2] =10

b) e=3-24+22=10m 1/

5

5
c J 3421 dr:[BH-H] — 40 v

d e=3.54+5=40m

e
o) J (3+2ndr=[3:+:2]z'=|54—10|=44 1

2

fl 3-64+69)—(3-24+29)=54—10=44m
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PARA PROFUNDIZAR
107. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de
El area del recinto limitado por las graficasy = |x — 1| ey = 2 es: 4 3 2 1 %
El area de la region encerrada por la curva formada por los puntos (x, y) 5
2 = 5 T 4
talesque [x — 1| + |y — 1| = 1es: 2
A B
Los doce lados del poligono de la figura son de igual
longitud, 4, y cualesquiera dos lados consecutivos 4 16 88 20 62
se cortan en un angulo recto. ;Cuél es el drea | M 3 5 3
del cuadrilatero verde?
En la figura podemos ver dos cuadrados y un octégono
regular que estan inscritos unos en otros. Si el area 10 3% 3 28 2
del cuadrado grande es de 48 cm?, el area del pequefio,
en cny, es:
X—1 six>1
o y= )
—X+1 six<1
Las graficas se cortanen x,=-1x,=3:
x|
‘f (—x+1) dx‘ U —(x— 1))dx‘ X—|— x—71 4

O Laregidn es un cuadrado encerrado por lasrectasy=x+1,y=—x+3,y=x—1,y=—x+1.

‘L1(x+1—(—x+1))dx‘ +‘L2(—X+3—(X—1))dx‘ :U:ZX dx‘+‘f12(—2x+4)dx‘ :“xﬂ; —x? +4xm =14+1=2

o Elegimos un sistema de referencia de forma que A(0, 12), B(4, 12) y C(4, 8).

Podemos escribir las dos rectas como y =—3x+ 12, y = 2x, que se cortan en el punto M

12 24]

88

3 ‘[12X—X2]12 ==
5

‘f512 3X+12)dX‘+

f12(12 2X)dX‘

O En la figura podemos ver dos cuadrados y un octégono regular que estan inscritos unos en otros. Si el area del
cuadrado grande es de 48 cm?, el drea del pequefio, en cm?, es:

El lado del cuadrado grande mide /48 cm.

X+ x2=h

h =48 —2x

Descartamos la segunda solucion por ser mayor que el lado del cuadrado.

}qxw_zﬁ(z—\/?),xz_zﬁ(zwﬁ)

El lado del cuadrado pequefio mide: @—2@(2—\/5) =2J6

El 4rea es: (2\/3)2 =24 cn? .,
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108. calcula la integral fsenz X dx.

fsenzxdx:fMdx:lx—lsen2x+k
2 2 4

109. Calcula.
a) {‘SGC X dx b) {‘COSGC X dx
3 e x = sec x (sec x +1tg x) dx = sec? x +sec x tg x dx =
SEC X +1g X sec x +1g x
1 sen x
o X o x dx:|n| ] - SE,m{|—|—k:|r1|semf—|—rgx +k
! + sen x |cosx cos x|

Cos X Cos X

- - cos? =
b}Jcosecxdx:J ] dx:J ] dx:EJ f dx =

A A
senx 2 sen — - cos — sen —
; 5 ;

L X
sect —
:2J 2 dx = 21In
A

g —
S 2

os —
2

X
tg—|+k
¥

110. Halla la funcién que pasa por el punto P(1, 5) y tal que la pendiente de la recta tangente en
cualquiera de sus puntos viene dada por la funcion g(x) = 3x? + 5x — 2.

+-------}0

Fl) = gi) = fix) = f@x“ +5x—2) dx = x* + % — X+ k

e —2x+l
2

[1,5}—)1+%—2+k:5—)k:%—)f(x):x3+

111. Halla la funcioén f(x) que cumple la ecuacion f'(x) + x2? - f(x) = 0, sabiendo que f(1) = e. Representa
graficamente esta funcion y calcula la tangente en el punto de la curva de abscisa 1.

F(X)+x7f(X)=0—f(x)=—xf(x)

¥
f’(X) _ 2 - X3 - X I
fmdxf—fx dxﬁlnf(x)f—?-quﬁf(x),;\e 3 ﬂx)\
1 4 4-x K
fh=Ae3=e—A=e3—=f(x)=e 3 - N
4 1
F(x)=—xe s ~ ()= wak
1 X

Larecta tangentees: y—e=—-e(x—1)
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1

112. Calcula A, = ff,,(x) dx, con n un nmero natural no nulo, y:
[i]

. 1
n’x si o0 £X<F

falX) =
3 o1
— si—=x=1
n n
1
1 24210 1
[ _ (2 13 mxfp (3] 1. 3 3
Aﬂffofﬂ(x)dxffO nxdx+f%de7 +[5X17§ iy

™4
113. Halla la integral definida J sen(x — 3)*dx.

2
{Olimpiadas Bachillerato. Fase Nacional)

Esta funcién tiene simetria impar centrada en el x =3, entonces:

4 3
f sen(x —3)° dx =0
2

MATEMATICAS EN TU VIDA
1. :Qué es el trabajo en fisica?

El trabajo efectuado por un agente que ejerce una fuerza constante para producir un movimiento es el producto
de la componente de la fuerza en la direccién del desplazamiento por la magnitud del desplazamiento, es decir,
W=F-d.

2. Escribe dos ejemplos en los que se realice un trabajo como magnitud fisica.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
= Se arrastra por el suelo una silla una distancia de tres metros con una fuerza horizontal de cinco Newtons.

= Se recoge un libro del suelo, levantandolo un metro hasta la mesa, con una fuerza vertical de cuatro Newtons.

3. Si la particula se mueve a lo largo del eje X, ;seria la fuerza la derivada del trabajo?

Si, ya que W:foFX ax — dW =F .

4. La fuerza que es necesaria para mover una particula desde su posicion de equilibrio hasta el punto x
es F_ = kx, donde k es una constante positiva.

a) Halla, integranda, el trabajo realizado para mover la particula hasta el punto x = 1 desde su posicion de equilibrio.
by &Y sillevamos la misma particula hasta el punto x = 27
c) ¢Cual es la expresion del trabajo en funcion del punto, x, donde se mueve la particula?

2‘\
a) = [T dx= kX _k
0 2], 2
2 XZZ
b)W:f kx dx = |k 2| =2k
0 20
X 2% 2
O W= [(hcax=kE| K0
0 2}, 2
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