Numeros complejos

ACTIVIDADES
1. Escribe estos niilmeros como nimeros complejos.
a) v—3 b) V=16 c) 3 d -3
a) V=3 =31 =43] C) 3=3+0

s 5 s i
b) =16 =V4i =2Vi = 2|‘/2z + -3‘2—2-5 =V24V2i d) —3=-3+0i

2. Halla a y b para que sean ciertas las siguientes igualdades.
a)2+3bi=a—1 b) da —2b=2—ai
a)a=2+1=3 b=0
b)a=0 4a-2b=2—>b=-1

3. Dado el nimero complejo z = —2x + % i, determina el valor de x e y para que sea:

a) Un numero real.
b) Un nlmero imaginario puro.
¢) Un ndmero complejo que no sea real ni imaginario puro.

a)y=0 b)x=0 c)x=0,y=0

4. Halla el opuesto y el conjugado de los siguientes niumeros complejos.

avV2-3 ¢ 3—2 e)%i g 0

b)%—%i d)—3+%f’ H -7 b -2
a) Opuesto: —/2+3/  Conjugado: ~/2 +3i e) Opuesto: —gi Conjugado: —gi
b) Opuesto: —%—k%/ Conjugado: %+%/ f) Opuesto: 7 Conjugado: —7
c) Opuesto: -3 + 2j Conjugado: 3 + 2j g) Opuesto: 0 Conjugado: 0
d) Opuesto: 3—%/’ Conjugado: —3—%/’ h) Opuesto: 2j Conjugado: 2i

5. Representa graficamente los siguientes niimeros complejos.

1. 1T . .
a)E+J C)E—.’ e) | g2

ro|en

1 . 1 .
b)—E-I-.f d)—?—f f) —5 hy 0

Ahora contesta, ;donde estara situado un nlimero real? ;Y si el niimero es imaginario puro?
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Numeros complejos

Un numero real estara situado en el eje de abscisas.

Un numero imaginario puro se situara en el eje de ordenadas.

6. Escribe los nimeros complejos representados graficamente.

z1=—4+2i z3=i z5=1-3j

22=3+4i 24=5 26=6—4i

7. Resuelve las siguientes operaciones.
a (=1 —0+(—4+5) ¢ (=1—i}—4+ 5
(—2+ 001+ 3i)

B .
b = @ T+ 2 2
a) {1 = i)+ (44 5i) =5 +4i
i=d o AiBed—8l _ —i4E
4451 (—4+50)(—4—5) 41
A (=1 = iN—d+5)=4—5i+4+5=0—]
o BN o CE-ST) s e s
420 (=1+ 20(—1—27)

8. Halla el inverso de los numeros complejos que aparecen a continuacion.

a) i ¢ —1—1 e)4—3
b) 34+ 4i d/+3 fy 645
) 1:1_;{::/__/ d) .1 :‘1 ‘—/.+3:—/+3
= i+3 i+3 —i+3 10
b) T 1 ‘3—4/‘:3—4/‘ e) T 1 .4+3/:4+3/‘
3+4/ 3+4i 3-4i 25 4-31 4-3i 4+3i 25
N e o B . 1 T 6=5_6=5
—1—i =141 2 6+5  6+5 6-5 61
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6. Escribe los niumeros complejos representados graficamente.

r=lz|=y(-3) +2° =13 r=|z|]=+# =4
Z,— 2 —Z,= \/ﬁm,af Z, = R —2Z, =4
tga:—3—>u:146,31° a=0
F—l] =P =1 r=lz]=\P+(-2) =5
Z,— ] —Z,= 1900 Zs — 2 — Zs = \/52%,57O
a=90 thL:T—>OL:296,57O
r=|z|=\F+22 =13 r=lz|= (-4 + (-2 =v20 =25
Z,— 2 . —>Z3:\/§33v7o Z, — 2 —>Z(,:2\/5206,57°

10. Expresa en forma polar.

. 1 1. .
a2+ o =1 =i e) 4
) ) >t )
by —2 — i d) 2 —v3i f) 12
al 21i= \"'Ezfs‘as 542 d) 2 J'3_u" = \/7_3|u:r53'3-:-.3'
b —=2—i= \"IIEZ’ZZ.‘: 3 g 4 =y
N T N5 _
g —— 4o N2 f) 12=12
) 5 5 P ! 0

11. EXpresa en formas binémica y trigonomeétrica.

a) 1., b) 3,. C) 2z d) 3?7-
1 \.'q )
a) lyp=|—— —|=/cos 120° 4+ isen 120°)
2" 2
3 V3
B) 3ur=-=|—7 —_—\/_ = 3 (cos 240° + | sen 240°)
2 2
o] [l [l, \/—3] = Z[COSE—I—:'SQHE
= 2 ) 3 3

d) 33 =(0,-3)= 3[:05 3;- FisenSX
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12. Expresa en forma polar y trigonométrica.
a)3 — 4 b) 2 + 2 o) —V3+i dy —1—i

a) 3—4i=5,, , =5(cos306,9° +i sen 306,9°)

306,9°
b) 2+ 2/ =2v2u =24/2(c0s 45° + i sen 45°)
) —V3+i=2,,=2(cos150° +isen150°)

d) —1—i =25 =/2(c0s 225° + i sen 225°)

13. Realiza las siguientes operaciones y expresa el resultado en forma polar.

a} 4'IZI:'= : 3&D’ CJ 126’:" :6120" e} 310] I 341 o
b) 2230= ’ 3130" d) 4o= : 21&}" f) ‘l 120
)4 -3, =(4-3 =12 d)a 2 —[4 _
A) A g0 _( ’ )120°+60° = "“ag00 00 " “180° E 1800
360°— 180°
b) 2,3, —(2-3 —6. 6 e 3.3 -2 =1
2300~ “130° _( : )230°+130° P00 — e 100° " V200 g — le0°
100° - 40°
)1, .6 = ! _[] f) 1 6..,=(16 =6
C) e -Opp = g S g 5 260° " 21200 _( ’ )2so°+wzo° = oo
2600 120 140

14. Dados estos nlimeros complejos, calcula.
z, =1, z, = 3 [cos (—30°) + isen (—30°)]

z 7V 7
a) 2 b) (1)~ 7>
Zj ZD
Z = |"|"" Z)—3 20
a) ]l"if' — ] b;l (L]lﬁf‘)z '311'l1f‘ — ]4)2" '3'-.'2 — 31':f'J" — ]]).:f
3".”[3" 3)4[3" 3"..’.[]" BT 3"'\'::"

15. Realiza estas operaciones.
a) (3, o (2z)f e (4,

b) (3 — 30 d) (V5 + v5if f) (—3ip
a) (345“) _3245O = 90“29/

b) (3 - 3i)5 = (3\/53150 )5 = (3\/5)5 = 972\/5135"

5.315°
c) [2 ] —26 64 =—64

d) (V5 45} = (104 ) =107 =10000,,,, = 10000

=64 _,=—64]

270°

) =64

3.330°

=243, =-243]

. 5
f) (_3/)5 = (3270") =3 5.270° 270°
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Numeros complejos

16. Resuelve [16 (cos 60° + i sen 60°)] - (2,,..)*.

[16 (cos 60° + i sen 60°)] - (2210°)* = 1660° - 16840° = 256500° = 256180°

17. Utilizando la férmula de De Moivre, expresa cos 3a y sen 3a en funcion de cos a y sen a.

Consideramos un nimero complejo de modulo la unidad:

(1.)° = (cos o + i sen o) = cos 3o+ isen 3a

Desarrollamos la primera parte de la igualdad:
cos® o4 3icos’ avsen oo — 3 cos avsen’ o — jsen® o=
= (cos® o — 3 cos o sen’ o) + (3 cos® o sen o — sen’ o)
lgualamos este resultado con la sequnda parte de la igualdad:
(cos® o — 3 cos avsen? o) + (3 cos® o sen o — sen’ o)i = cos 3o + i sen 3o
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

cos 300 = €os” o — 3 Cos o sen’ o
sen 3ou = 3 cos’ o sen o — sen’ a

18. Calcula las siguientes raices.

a) V3ur o V=i
b) ¥—27 d) V=1 +7
a) \u'lrél'y:r

El modulo de las soluciones seré la raiz cuadrada del médulo: v/3 .
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

. 150° + 0 - 360°
Sik=0-f=——— =75
2

150° 4 1+ 360°
Bl Yy o T 190 aem
2

Por tanto, las raices son w’?-:-- y \/§255".

b) Y27 = ¥ 27

El médulo de las soluciones sera la raiz clbica del médulo: 3.

Existiran tantos argumentos como indigue el radical.

180°+0-360°

Sik=0->p = 60°
180° 41 360°
oy s TV g
g
180° 4 2 - 360°
Sik=2—p; =-— - = 300°
Por tanto, las raices son 3e 3100 = —3 Y 33000
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" T P

) N—=i =Yy
El médulo de las soluciones serd la raiz cuarta del modulo: 1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

270° 40 - 360°

Sik=0—-2p =——=6/730
4
270° + 1. 360°

Sik=1-83, = l-l = 157°30

i 270° 4+ 2 - 360°
S =Py o L2 Sy

. 270° + 3 - 360°
Sik=3—8, = + = 337°30'

Por tanto, las raices son 15, 1 1oarao ¥ i s0e

= &f
d I1+i =¥V2.¢
El médulo de las soluciones seré la raiz cibica del modulo: 42 .
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

135°+0-360°

Sik=0-8 = 45°
135° 4 1. 360°
Sik=1—>}'3_.\=+7=165°
3
135° 4+ 2 - 360°
sm:z—nﬂ;:%m:m?

Por tanto, las raices son ¥ 2 4, H5 1o y 49

19. Resuelve las siguientes ecuaciones.
azi—1-=0 0 zZ'+16=0
byzs + 32=20 dz* 8 =0
a) 2-1=0 —-z=31,
El médulo de las soluciones sera 1.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.
Sik=0 — 3,=0°

0° +1-360 —120°

_ 0° +2-360°

Sik=2 -3, 3

=240°

Por tanto, las raices de z son 1o¢°, 1120°, 1240°.
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b) 25+32=0—2=3-32=§324:
El modulo de las soluciones sera 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0
Sik=0 HBW:%:%O

~180° +1-360°

Sik=1 — 08, =108°
5
[0] (0]
Sik=2 —p, =180 +2:360° +52‘360 —180°
Sik=3 —>B4:w:2520
(0] 0
Sik=4 Hﬁszwzgzzlo

5

Por tanto, las raices de z son 23e°, 2108°, 2180°, 2252°, 2324°.
) 2+16=0—z=4-16=4164,

El médulo de las soluciones serd 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180°

Sik=0 _’61: =45°
(] (]

Sik=1 HBZ:M:BSO
4

Sik=2 —p, = 10302
(9] o

Sik=3 Hgll:w:gwo

4
Por tanto, las raices de z son 24s°, 2135°, 2225°, 2315°.

d) 2~ 81=0—7z=481=481,
El médulo de las soluciones sera 3.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0 — B,=0°

Sik=1 g, =20 _gp0

(0]
Sik=2H33:360 "2 _180°
Sik=3 —p, =003 oy

Por tanto, las raices de z son 3¢°, 390°, 3180°, 3270°.
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20. calcula y representa las raices cubicas de este nimero.

1+i
—1—i
L o O 15 G O ool SO T
—i=i (=== 141
Modulo: 31 =1
Argumentos:
180° + 0 - 360°
Sik=0-§, ;+7—-60”
3
180° +1- 360°
= Tedlly =t F RO g
3 e = -
180° + 2 - 360°
Sik=2—-p; = i_ = 300°
Por tanto, las raices son 1ap, 11500 Y 1300 I

21. Un cuadrado, con centro en el origen de coordenadas, tiene uno de sus vértices en el punto A(3, 2).
Determina los demas vértices.

Calculamos las raices cuartas de 3 + 2i.
Médulo: 3 +22 =13
2 .
Argumentos: tg o = g — a=33"41242
Sumamos 90° al argumento de cada vértice para obtener el siguiente.

Por tanto, las raices son \I'I’E_:._?:'z.l'zz._g', \l'llﬁlj_z-.n uz V13 azrauz YY1 3uzanr.
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SABER HACER

22. Resuelve las ecuaciones y expresa sus soluciones con niimeros complejos.
a x+2x+2=0
b) 2+ éx+10=0
)X+ 10x +29 =0
d)y x2—10x +26 =0

a) )(2+2x+2:0—>x:_2iT VA8 4
b) X2 46X 4+10=0— x = —0ENV306-40 “236_40:—3i/
C) X7 +10X+29=0— x = —10EN100=116 ”200‘”6:—&2/
d) X?—10X 426 =0 — x — 10 EN100=-104 \”20—104:5jci
23. calcula estas operaciones.
jz‘” 2}"‘2 ) ) 27 f' 72
a - — —+ [® b) * — — t+——
S 147 ) (S S
o 5 L___z_,_/‘(1+i)+2(1—/‘)—i(1—12)_1_3/
1—i 147 TA—i i 1— 72 )
‘ 7 2 =) +i(1=i)+ (141 .
b) i /z7+ "~ I +L‘:( )+i(1=1)+( ):1+2/

1—i I EE 2

24. Halla los inversos de estos nimeros complejos.
az=2-12 b)z=—-1+i cz=1+4i

) 12420 2420 1+

2-2i 2+2i 8 4

I e

b) S —— =
14 1= 2

y 1A 14
T+4i 1-4i 7

25. Resuelve las ecuaciones sabiendo que z es un niimero complejo.

—Zi+ 2 , 5+ o — 4 )
a)—-3 2 2 7+ b)_—_22 =Z=2
2 3
S ) . 3 3 2—-i 6-3i
a) 3-724+2=224+21—-3=22+2w7=———7=—— " =——
) + + e 2+/_> 241 2—1i 5

5+2i 542 3+2 1M+16i
_ 7= . _

b) 54+427.i—4i=37-6i -5+2i=2(3-2i)—z= = =
)5+ +2=2(3-2]) 32 3-2i3+2i 13
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26. Calcula los conjugados de los siguientes niimeros escritos en forma polar.

a) 2. b) 3,,. o)1 d) 2,

1050
a) El conjugado de 233° es 2-33° = 2327°.
b) El conjugado de 322¢ s 3-22° = 333¢°.
c) El conjugado de 1ios° es 1-10s° = 1asse.

d) El conjugado de 2222° €s 2-222° = 2138°.

27. Calcula los opuestos de los siguientes niimeros escritos en forma polar.
a) 233" b) 322" c) 1‘05" d) 2222=

a) El opuesto de 233° es 2330+ 180° = 2213°.

b) El opuesto de 3220 es 3220+ 180° = 3202°.

c) El opuesto de liose es 11os°+180° = 12gse.

d) El opuesto de 22220 €S 22220+ 180° = 242°.

28. Calcula los inversos de los siguientes niimeros complejos en forma polar.

a) 2, b) 3,,. o) 1 d) 2,,,.

105"

2]7 o [2] 7°

33 32
]72 [ ]

3 20 3 338°

c) Elinverso de liose es 1-105° = 12s5°.

a) Elinverso de 233° es

b) El inverso de 322° es

d) Elinverso de 2222° es [1] :[1] .
—222° 2 138°

29. Resuelve estas operaciones.
a) 2, + 3. — 30 D) Ty + T + T + 1o

a) ((2 cos 30° +j 2 sen 30°) + (3 cos 135° + i 3 sen 135°)) — (3 cos 270° +i 3 sen 270°) =

= «/§+/—¥+/¥ 7(73/)=«/§7¥+/ 4+3\2/§]

b) (cos 45° + i sen 45°) + (cos 135° +i sen 135°) + (cos 225° + i sen 225°) + (cos 315° + j sen 315°) =

N2 2 2 V2 N2 N2 2 R
2 2 22 2 272772

Ve _N£  jN£ NE
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30. calcula.
4
(_1+£,- (—v7 — V7i)
2 2
3
(1+£,-)
4 4
4
1,43, N2
— ,\/77\/7/ 2
[ 2" 9 ( ) (11200)4(\/ﬁ225°) Tiogo 1o Thooe
: _ =) - - =112,
1 1
15 3 G
Z+T 2 60° 8 180 8 e

31. Determina las coordenadas de los vértices del triangulo ABC sabiendo que son los afijos de las
raices cubicas de —27.

I=27 =427

El mddulo de las soluciones serad la raiz clbica de 27, que es 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

(¢}

Sik=0 — 8,180 _ o

Sik=1 quzwzwsm
0 0

Sik=2 _,33:w:3000

3
Por tanto, las raices son 3e0°, 3180°, 3300°.

Las coordenadas de los vértices son:

A(3 cos 60°, 3 sen 60°) = [33\2/5

B(3 cos 180°, 3 sen 180°) = (-3, 0)

C(3 cos 300°, 3 sen 300°) = [; 3\2/5]

32. Halla todas las soluciones de las siguientes ecuaciones.
a z*—16=0 b)yz*+8=0 c)z'—9=20 dz7z2+9=0

a) z=: 16, — 21=20°, 22 = 290°, 23 = 2180°, Z4 = 2270°

b) z=38 ., —z1=260°, Z2 = 2180°, 23 = 2300°

180°

c) Z=49. — 2 =30 ) 2, =30, Z, =V3u0r, Z, =320
d) 2:3/918@, —>Z1:§/§600, Z, :%/51800, Z, :\3/53000
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ACTIVIDADES FINALES
33. EXpresa estos numeros complejos en forma binémica.

a) V=16 + 3 b) —2-v—4 ¢ v-8++v2

a) V=16 +3 =3+ 4/
by —2——4 =—2-2;
0 V-8 +v2 =V2 +8i

34. Expresa en forma hinémica estos nlimeros complejos.

35. Representa estos niimeros en el plano complejo.

. . 3 5.
a5+ 1 d) & g)i g!
b) V2 — 3i e) —4 h) V3 — 2i
¢) —3—i f)y —2i ) V3
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36. Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa sus soluciones mediante niimeros complejos.

a) X+ 7= —42
by —x2—64=0
¢ 1—(—x?)=—120
d) =3+ =2x+1
e) (x — 10 = —20x

a) X*=—49 - X =449 =+7]
b) X*=—64— X =+J/-64 = £8i
€) X*=—121—X=+/—121=+11
d) X’=—4—x=+J-4=142i

e) X2=-100— X =+J—100 = +10i

37. Escribe y dibuja el conjugado y el opuesto de los siguientes niimeros complejos.

a —3+2 d —4
b) —3i e) —2—2
c)1—3 fy 4+
a) Conjugado: -3 — 2i Opuesto: 3 - 2i d) Conjugado: —4 Opuesto: 4
b) Conjugado: 3i Opuesto: 3i e) Conjugado: —2 + 2i Opuesto: 2 + 2i
c) Conjugado: 1+ 3i Opuesto: —1 + 3 f) Conjugado: 4 —i Opuesto: —4 —
]
c) Opuesto, b)" s) Conjugado

e) Conjugado L 1 4/ e Opuesto
L] e f -

d) Conjugado \/’2 d) Opuesto
e e e i L
f) Opuesto® ’/\ *f) Conjugado
-2

. \d
a) Conjugado a) Opuesto

38. Escribe el conjugado y el opuesto de los siguientes nlimeros complejos.
2 —3i 3—2i —2+i
A la vista de estos ejemplos deduce:

a) ¢Como es la representacion del conjugado de un nimero complejo?
b) ¢Como es la representacion del opuesto de un nimero complejo?

*»2—-3i— Conjugado: 2 + 3ij Opuesto: =2 + 3i
*»3—-2i— Conjugado: 3 + 2i Opuesto: =3 + 2i
»—2+ji— Conjugado: -2 —i Opuesto: 2 —i

a) Es simétrica respecto del eje X.

b) Es simétrica respecto del origen de coordenadas.
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39. calcula el valor de k para que el niimero k + (k — 3)i cumpla las siguientes condiciones.

a) Sea un nimero imaginario puro.
b) Sea un numero real.

a) k=0 b)k—3=0—k=3

40. Ccalcula y representa en el plano complejo los niimeros

TR A SR L AR LA

Investiga también lo que ocurre con i, i~2, i3, i%, i i, ..

41. calcula el resultado de estas operaciones.

ad—-n+(—2+30 c)5—02-1
1 1. 1 1. 2 1 2.
oy 7)) (3r9) oF )5 F)
. 2 3. . " 7.
a) 2+ 2i b)g_ZI c)3+i d)ﬁ‘g’

42. Realiza las siguientes operaciones.
a) 3—5i) + (2 — 7i) + (—4 + 8i)
b) (=1 +2) — @3 + &) — (—4 — 1)
¢) —(1 — 2i) — (=7)) — (—4 — 3i)
d) 201 — 4i) — 2(1 + 4i) — 3(4 — 4i)
e) 2(v3 +i)— 3(2v3 + 4i)
f) (V2 —3i)+2(2—3i)

a) B=5)+Q =7+ (—4+8)=1—4

By (=1 4+2)—-346/—(—4—-N=(=14+2)+(=3—=6/)+@d+i)=-=3i

O (1 =20 = (=7i) = (=4 — 3) = (=142 + (7)) + 4+ 3) =3 + 12i

d) 200 —4) — 201 +4i) — 34 — 4i) = —12 — &

&) 23 +1)=3(2v3 +41) = (243 +21) + (=643 —12i) = —44f3 =10

A (V2 =30)+20-v3) = (V2 =30+ (4 =243 = (V2 +4) - (3+243)i
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43. Calcula estos productos y potencias.

a) (1— 32— &) d) (5 — 4i)(5 + 4i)
b) (—3 — 4i)7 — i) e) (—3— 2v2i)(—3 + 2v2i)
Q) (—2 + 5i? fy (v2 —i

a) (1-3)2—6)=2—6/—6i—18=—-16—12

b)
c)

d)

3—4i)f7—i)=—2143/— 28/ —4=-25— 25}
245 =4-25-20=-21-20i
5-4i)5+4N=25+16=41

&

(—

(

o) (—3-2v2i(=34+2v21)=9+8=17

fi (2 =i =3F =833 4i=-yfT —5]

44. Efectlia las siguientes divisiones.

o —1 45/ 20 + 40j i —1 4+ 5i

3—2 8+ 6f 2=
—1+5i (=14 503+ 2/) —3—2i4+15/ =10 —13+13/ .

8} = = = = =14
3—2i (3—=201)03+2i) 9+ 4 13

) 20+40i (204 40i)(8—6i) _ 160 —120i 4 320i + 240 R
846/ (B+6i)(8—6f) 64 + 36

o ZIHSL_ (1450Q 40 | —2=i4+10i=5 =749
2—i (2=iN2+1) 441 5

45. Realiza las siguientes divisiones de numeros complejos.

a GB—0n:0-—1 c) (5+ 20):(2)
by —>— o —Y2_
2+ 4 1+ V2]
3—i 1+i_ 3+2i+1 ) 542 =2 —-10i+4 —5/+2
e —= =
1= 1+/ 2 + ) 2 =2 4 2
b) _5_.2=4_10-20 1-2i ) N2 1-N2i2-2i
2+4i 2—4i 20 2 1442 1-2i 3

46. Obtén, en forma bindmica, el resultado de las siguientes operaciones.

3001 — i) .
a) —4 2 +(2 =30

. (2+3)3
e

40— +8 . _
c) ST (3—0NE2+ 60

. 10—10i—5(1+1)
D (2=5) e =5t 3
(1 + 3)2 — (20)?2

—3+4

e)
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Numeros complejos

3001—1)

) 0T s s saera (34 3=
—4 — 2
i3
o2 2+303 5 9 38, 9, %8,
B 010 10 10
— A8 — 4§
g MB—H+8 . b =B el B8

2—86i 2—6i
=34+71—=(124+16i)=-9-9i

d) (=2—5i)— 10-10i =504+1) _ 5 _g;y_5=15 _
(84 2i)—(5+3i) 3—1i
=(-2-5)—(3—4)=—5—]
o (1430 (20 _-8+6i+4 36 2,
=3+ 4i —3+44j 5 B

47. Realiza la siguiente operacion.
1 N 1+ (A4+0N--0 2(1+1)

i P Z—1 i—1
1 040 1= 2420 1 140 1_2+2/__2+2’__2+2/./L1__(2+2/)(/+1)_2,-
[ -1 =1 =1 i1 -2 B
48. calcula y simplifica las expresiones que aparecen a continuacion.
a) i v c) (=3iF+ (20 (127%)
b) J1':]-'1 . J1'1LI3 + j?s . J1'1'|<5 d) J1'19 . (2}33 - 3}28}
a) i F=1%=1 c) (3> + (2i)% : (12i*8) =27i— 64 : (-12) = 27i + %
b) i34 103 4 78 . 16 = 137 4 194 = j ] d) - (2% - 32%) =—i- (2i—3) =2+ 3i

49. Representa 5 -+ 2i. Multiplicalo por i y representa el resultado. Multiplica dos veces por i y explica
qué se obtiene.

(5420)i==2+5
(54 2i)i*=—-5-2i
Al multiplicar por j el punto se desplaza 90°, Y
mediante un giro de centro el crigen, T

en el sentido contrario a las agujas
del reloj.

Al multiplicar por i* se obtiene el punto
simétrico respecto del origen (su opuesto).
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50. Comprueba si los valores de z que se dan son soluciones de cada ecuacion.

Solucion Ecuacion
Z=1+2 72—27+5=0
A=l 224+ 3 —fz— @+ 4)=0
1 43 _
Z=r—t——| Z2+1=0
Z 2

*(1+2)>-2(1+2)+5=0—1+4i—4—2—4i+5=0— Si es solucion.
s (142 +(B=0)1+i)—(4+4i)=0—>1+2i—1+3+2i+1—4—4i=0— Sies solucion.

1 3 1 B

+1=0—|-——=——i||-=+—i|+1=1+1=2— No es solucidn.
H[ 2 2 ] 2 -

3
2 2

2

51. Halla el valor de k para que las siguientes expresiones sean niimeros imaginarios puros

34k 1k
) 3+/</'./<72/'_5/<+/'(—6+/<2)_>k_0
k+2i k=2 K214 =

b) 3/</.L’<_’.1i’_:( +3K?)(141) _ ~3k+3k* +1(3k + )_} k=0

T1—1 141 2 5 P

Descartamos k = 0 porque al sustituir en la expresion original se obtiene el nimero 0 + 0i =0, que no se

considera imaginario puro.

52. Encuentra p y g para que se cumpla la siguiente igualdad.
(p+3i)4 +qi) =15+ 9i

(p+304+qgi)=154+9 - 4p—3g)+ 12+ pg)i=15+9i

- P = 3, =-1
4()— 3g=15 =g 3
124 pg=9 ;J,.:?;q,-:—cl
. . L . z?
53. Demuestra que el niimero complejo z = 1 — 3ij verifica la igualdad T Z—5.
? { ‘\L‘ 'J.-
£ 023 86y 3im1-3-5-2-5
p) 2 2

54. La suma de dos niimeros complejos es 3 + 2i y la parte real del segundo es 2. Halla los dos
numeros sabiendo que el cociente del primero entre el segundo es un nilmero imaginario puro.

(a+bi)+(2+d))=3+2i—a=1,b+d=2

1+bi 2—di _2+bd+(2b-d)i 24 bd—0

2+di 2—di 2+4d°
b+d=2 | 113 b=1 V3 obend=1-3, b=113
2+bd=0
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Los nimeros son:
7, =1+(143)i y 2, =2+ (1-3)i
2, =1+(1-+3)i yz,=2+(1+3)i

55. Encuentra dos nimeros complejos sabiendo que su suma vale 3 y su cociente es .
(a+bi)+(c+di)=3—>a+c=3,b+d=0

a+bi 3-c—di c—di 3c-c*-d*-3di . 2 L e
- = —. - = =/—3c—-Cc"—d*-3di=i(c’+d
c+di c+di c—di c’4a’ ( * )

3c—-c*—d*=0

) ) —>C:§,d:—§,a:§,b:§
-3d=c*+d 2 2 2 2

Los nimeros son:

. 3.
Zy=—+=i Z,=———I
=213 )

56. Representa graficamente cada nimero complejo y exprésalo en forma bindmica.

a) 1, 0 2, e) V5
b) 5, d) 3, f) V3

3

a) cos 60° +isen 60° = 1+/'—
2 2

b) 5 cos 90° + i sen 90° = 5i

€) 2 cos 135° +i 2 sen 135° = —2 +ir2 Tb)

d) 3 cos 120° +i 3 sen 120° = —24—/# g v

g
. ) ) ® ‘\\ :f)
e) /5¢0s 60° +i+/5 sen 60° = ? +/@ i \_'a)/

1
-1{
f) /305 45° +i+/3 sen 45° =£+/£

2 2

57. Expresa estos niimeros complejos en forma polar.

21=3+ 4i=5s5313° 73 =-3i = 3270° Z.=-2+2= 2321350

22=2=20p 7, ==1-3i =105
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58.

59.

60.

61.

Numeros complejos

Escribe estos niimeros en forma polar y represéntalos graficamente.

a) 3—4di d) —3i
b) V3 +i e) —3
¢) —vV2 —V2i f) %f

a) 3 —4i=5up5 116

b) V3 +i =2y

Q) \.'IE \/5." = 2w

d) —3i=3.4

€) —3=3m

f) la’ =31

? ?_':1}"

Escribe en forma bindmica los siguientes niimeros complejos.

a) 4, 0 3z e) 3., 9 V2
b) 2, d) 2, f) 137' h) V3500
a) 24243 c) 3i e) —% - %a’ g)1—i
b) —1,64 — 1,15 d) —2 f) —i h) ﬁ_i,-
2 2
Dados los niumeros complejos:
Z1 = 5240° zz - 3135° Z; = \/5%

escribe, en forma polar y binémica, el conjugado y el opuesto de cada uno de ellos.

Tenemos en cuenta que el conjugado es el punto simétrico respecto
del eje de abscisas y el opuesto es el simétrico respecto del origen.

Numero Conjugado Opuesto
Polar Binémica Polar Bindmica Polar Binémica
: ( & T =
B _ir_ 543 5“'_._ ‘_i 543 g i. 543
2" 2 | 2" 2 2" 2

; 32 e, (L2 VR o, |32 32

' 2 2 " 2 2 2 2

s =

NER . ] NERILA S Gz | 3 B

2" 2 | & 2" 2 € 2' 2

Escribe en forma polar los niumeros complejos que aparecen a continuacion.

a)@(wséﬂsené) b)3(c032+;sen2)

a) \3: b) 3,

2
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Numeros complejos

62. Dado el numero escrito en forma polar r, di como seria su opuesto y su conjugado.

Opuesto: —ro=risec +a Conjugado: r—o

63. Efectlia las siguientes operaciones con humeros complejos.

8 72
170° 3
8 B B D ® 5.
2
6z iy 2 S
b) 2 e) (5:) h) (2120)
4
. 6
c) Az 2o f} 20 Seee ) (\/55?_)
72‘ﬁ
3 8 00 3 _7
a) 4120° - 360° = 12180° d) =4 g =1
2550 SE 5%
2
b) 6, _ 3, e) (51 )2 =25,, h) (2120°)° = 32600° = 32240°
o 7 3 3
€) 4,200 =4eo* 23700 = 8o f) 2260° - 5130° = 10300° = 1030° i) 150& = 200
3 240°

64. Expresa en forma polar el inverso de estos niimeros.

a) 2, 0 4z e ez
b) 3z d) (i) f) V73
2 4/,
Para calcular el inverso de un nimero en forma polar, hallamos el inverso del médulo y el opuesto del
argumento.
1 1 1
a) |= ) |- e) |-
) [2]2100 ) [‘Jﬁ ) [e]”;
3 6
b) [1] d) 4 f) [ﬁ]
3 )3 7 325°

2

65. Calcula las siguientes potencias de numeros complejos en forma polar.
Qe D(Af 0 Gur A (VEx)

a) 16e0° b) 16,, ) 729210° d) 125,
3 2

66. Efectlia las siguientes operaciones combinadas de niimeros complejos.

bgp - 3
a) @, 1) 3. g) =L A
Do
b) (913,00 5, ) (sl )P
a) 470° - 3350 =12105° b) 314° - 5100° = 15114° c) LI 240 d) L120° - 13250 = 1gs°

56°
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67. Realiza las siguientes operaciones combinadas con numeros complejos.
\2
(14 v3i) — IES

a) [@—2)—(3—2v2i)- 26 b 313

a) ((4-21)~(3-242)(V3+1)) =((4~27) (33 + 3i 26 + 242))
(433 242 + (~5+28)i =2 400 — (16 -+ 16/)VZ — (26— 1413 +(32+16i)6

2 . .
(20) +4 A +4 2423141 —3-31 _18+6y3-61-63_3+3 1443

b - — = - - =
) —3+3i —3+3 —3+3i -3-3i 18 3 3

68. Realiza estas operaciones, expresando primero los niimeros en forma polar.

a) (1 — iy 0 (—1+v3i)f

b) (—v2 + v2if d (v2 —i)
a) (1=1)* :[\."3 J = Q) ( 1 \."{E-.')h= (2120} = 1643
B (V2 +V21) =2 =640 o) (V2 =) =34

69. Representa en el plano complejo estos niimeros y los resultados de sus operaciones.
Explica lo que sucede en cada caso.

by 25z c) (2%)“

a) 2.3
50 120° 260‘
a) Elmédulo del resultado [ 1] [T 1]
es el producto de los modulos, 8 S .
y el argumento es la suma de los B e e
argumentos de los numeros dados. 1

b) El modulo del resultado
es el cociente de los modulos, | 0]
yelargumentoes larestadelos N
argumentos de los nimeros dados. P !

c) Elmédulo del resultado es la cuarta
potencia del modulo,
y el argumento es el cuadruple
del argumento del nimero dado.
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70. Realiza las siguientes potencias empleando la férmula de De Moivre.
a) [3(cos 25° + i sen 25°%)*
b) [2(cos 40° + i sen 40°)]°
c) [5(cos 115° + i sen 1159))’

d) (cos i b i sen E)B
3 3

.
i

S(COS% ki sen 3—_)

e) >

a) (3(cos 25° + i sen 25°))* = 81(cos 100° + i sen 100°)
b) (2(cos 40° + i sen 40°))* =512(cos 0° + i sen 0°) = 512
c) (5(cos 115° +j sen 115°))” = 78 125(cos 85° + i sen 85°)

3
d) [congriseng] —coST+isenm=—1

3w

4
e) 3[005 3—;+i sen 7]] =81(cos 0+ sen0) =81

71. Dibuja los nimeros 2.,y 6,.,.. ¢Por qué nimero complejo hay que multiplicar al primero para
obtener el segundo?

Hay que multiplicar por 35

72. Dibuja los niimeros 12, y 4,,... ¢Por qué niimerocomplejo hay que dividir al primero para obtener
el segundo?

e

Hay que dividir entre 3,4
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73. calcula las soluciones de las siguientes raices.
a) Vel 0 y/325 e) Vo
b) Vi d) V6l N V2
a) {6l

El mddulo de las soluciones serad la raiz cubica del médulo =4.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

~120°+0-360°

Sik=0— B, S5 w00
o 1. o

Sik=1— p, = 20T 130° +31 30" _ 1400
0 . 0

Sik=2— p, =120 2:360"_ son0

3
Por tanto, las raices son 4ao°, 4160°, 4280°.
b) El mdédulo de las soluciones sera la raiz quintade 1 =1.
Existiran tantos nimeros como indique el radical.

150° 4+ 0-360°

Sik=0— ﬁwzf:\goo
Sik=1— Bzzwzmo
Sik=2— 33:w:mo
Sik=3— BA:M:%O
Sik=4— p, — 90" F4:30" g0

5
Por tanto, las raices son 130, 11020, 1174°, 1246, 1318°.

C

~

El mddulo de las soluciones serd la raiz quinta de 32 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

225° +0-360°

Sik=0— p, = 2212 45°
Sik=1— 32:%51'3600:117‘)
Sik=2— 33:%52‘3600:1890
Sik=3—> p, =22+ 30 _pqp
Sik=4— p,= 25 +4360"_qq5

5

Por tanto, las raices son 2ase, 2117°, 2189°, 2261°, 2333°.
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d) El mdédulo de las soluciones sera la raiz sexta de 64 = 2.
Existiran tantos nimeros como indique el radical.

180° 4+ 0-360°

Sik=0— p, = 2X0 500
Sik=1— Bz:w:w
Sik=2— [gzwzwo‘)
Sik=3— mzwzzmo
Sik=4—> p, =00 570
Sik=5—>p, =180 +5:360" _ 5500

6
Por tanto, las raices son 230°, 290°, 2150°, 2210°, 2270°, 2330°.

El médulo de las soluciones seré la raiz cuarta de 9= /3 .

o

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

220° +0-360°

Sik=0— B,= 7 _ 550
Sik=1— BZZM:MT
Sik=2— 33:M:235o
Sik=3— p, = 20 +3:360" 5

4
Por tanto, las raices son 3ss:, V3us:, V35, B -
f) El mddulo de las soluciones sera la raiz sexta de 2.

Existiran tantos nimeros como indique el radical.

Sik=0-> p, =210 0 150
Sik=1— Bzzmznso
Sik=2— 33:7?*72'3600:132,9
Sik=3— 34:75)*72'3“):192,50
Sik=4- p, =225 o5y 0
Sik=5— 36:75)*7(5)'3“):312,50

Por tanto, las raices son %/Zz,su , %/572,9 ’ {)/5132,9 ’ {)/5192,9 ’ @252,50 ’ {)/5312,9 .
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74. calcula las siguientes raices de nimeros complejos.

a) v1 o V1 e Vi
b) V1 d Vi f)y Vi
a} \."IT = 1._1 + k360
2
Sik=0—x =1, =-—1 Sik=1—=x=1y=1

b) \i."] =1=_|-!;.:._:r
3
Sik=0—x =15 Sik=2—=x3=1p=1

Sik=1— Xs = Touge

(o) :\‘-"Ir‘l = g shar

q
Sik=0—ox,=1lge=1i Sik=2—x3=1lyp=—i

Sik:]—)XE:]]a[ﬁv:—] S|k:3—))¢'4=]3:]
d) \F'II"_. = i paer

Sik= 0¥y =14
= [T SRR

€) %'Ir-’_ = lorhaar

3
Sik:O—}X;:13.3' Sik:?—%xg:];,—.;--—'—i
Sik=1 — X = ]I'L

f) i/-'_ = lopypasr

Sik=0'—‘>X:=]3;_5'- Sik=2—‘))¢'3=]2._12_:_\'
Sik=1=%=1zs Sik=3—x =1

75. Realiza las raices y represéntalas.

a) ¥Y—16 o V16 e) V1 v3i
b) V—i d A % | %f f) V625
a) Y—16 =416,

El médulo de las raices serd la raiz sexta de 16 = 34 .

180° +0-360°

Sik=0— B,= ; —30°
Sik=1— Bzzmz%o
Sik=2—>[33:w:1500 ¥
Sik=3—>34:wzz1oo
Sik=4—>;35:w:27oo
Sik=5— p, =122 H0 g0

Por tanto, las raices son g/Zaow Yhope = Y4i , Vs, Y0, Yby00 =4 , N~
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b) %/*_/ =Y roe

El médulo de las raices sera la raiz cubica de 1 =1.

Existiran tantos argumentos como indique el radical. 1 I
i
0 X 0 T
Sik=0—>[31:270 +3o 360° _ g0 1
0 (0]
Sik=1— ﬁzzwzmoo HEEEEEER |
» I~ “'-\_‘__\\ 1
. 270° +2-360° ‘~--,\_‘_\
Sik=2— === =330° o «,

Por tanto, las raices son 1g0°, 1210°, 1330°.
c) 160 =36y,
El médulo de las raices serd la raiz ctbica de 16 =232 .

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0 (o]
Sik=0— szw:mo
Sik=1— 32:w:150°

(o] o
Sik=2— Bazw:yoo

Por tanto, las raices son 23/2x , 2321500, 23200 = —23/2i .

d) 3€+§i:€/@

El modulo de las raices sera la raiz cibica de 1 = 1.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

ﬁk:O—»BFM:wO . 1
Sikzleﬁzzwzm? EEEE Jf/'
Sik=2— B, — w _ 255° 1
Por tanto, las raices son 11s°, 113s°, 12550, « +

s 1
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e) 1—3 — o

f)

El mddulo de las raices serd la raiz quinta de 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

300° +0-360°

Sik=0-> p, =30 F030 _ o0
Sik=1_p,_ 30" +51~360° i
Sik:Zaﬁazwzmw
Sik=3— BAZMSG‘SOO:M
Sik=4— p, =00 +4:360°_ 50

5

Por tanto, las raices son ¥2ue, Y215, S2a0u, 2one , L23s .

4625 = 4625,
El mddulo de las raices serd la raiz cuarta de 625 =5.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0— 31:w:00
Sik=1— Bzzw:%o
Sik=2— 33:%4'360":1800
Sik=3— dew:mo

Por tanto, las raices son 5¢°, 590°, 5180°, 5270°.

76. Una de las raices clibicas de un nimero complejo es 2 + 4i. Halla las otras dos.

Las otras dos raices tendran el mismo médulo.

2, =2+4i= @63,435"

2

= @63,1135“ “Thaoe = V201834350

Zy= \/%63,435" e = @303,435"
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77. Los vértices del poligono representado son las raices cuartas de un niimero complejo.

Determina el nilmero y sus raices.
Las raices son:
21:4+4i: \@450 22:_4+4i: \/@1350 23:_4_4i: @2250 2424_4i: \/53150

El nimero es:

z=102415° =—-1024.

78. El nimero complejo 2, . es uno de los veértices de un pentagono regular. Calcula los otros cuatro
vértices y el numero complejo cuyas raices quintas son dichos niimeros.

Las raices son:
21 = 230° 22 = 2102° 23 =2174° 24 = 2246° Z5 = 2318°.

El nimero es z=321s0°.

79. Encuentra n'y z de manera que dos de las soluciones de vz sean 6,y 6,,... Hay una (nica
solucion? ;Cudl es el menor niimero n que puedes encontrar?

Sea z=rq.

La raiz n-ésima de r debe ser 6.

El argumento debe ser multiplo de 30 y de 120.

La solucion no es Unica.

El menor nimero que cumple las condiciones es n = 4.
71=1296120°

Otra solucién es n = 8.

22=1679616240°

0. Calcula todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.

a x*+1=0 c)x°—1=0
b) x* — 625 =0 d) x* +16 =0
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a) X=3-1=§"1g:
El médulo de las soluciones sera la raiz quinta de 1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° +0-360°

Sik=0— B, = : 360
Sik=1— Bzzwzmgo
Sik=2— BFMZBOO
Sik=3— gAZO"LS'%O‘):mo

Sik=4— p, = 180°+£3:360° 30

5
Por tanto, las raices son 13e°, 110s°, 1180°, 1252°, 1324°.
b) x =625 =4/625,
El médulo de las soluciones sera la raiz cuarta de 625 =5.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0°+0-360°

Sik=0— B, = 1 0°
Sik=1— ﬁzzwzgoo
o o
Sik=2— [33—%:1800
Sik=3— g‘,:%:zm"

Por tanto, las raices son 5¢°, 590°, 5180°, 5270°.

x=Si=

El mddulo de las soluciones serd la raiz quinta de 1.

C

-

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0°+0-360°

Sik=0— p,= 0°
5

Sik=1— p,— L +1:3600 “5'360 _72°
0 0

Sik=2—>[33:%:1440

Sik:3—>ﬁ4:%:216°
0 0

Sik=4— p, =2 +4-30 +45'360 = 288°

Por tanto, las raices son 1¢°, 172°, 1144°, 1216°, 128s°.
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d) x=4-16 =416,
El mddulo de las soluciones serd la raiz cuarta de 16 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

~180° +0-360°

Sik=0— p=100 +9:30 _ s
4
Sik=1— ﬁzzwzm‘)
0 0
Sik=2— p, =100 £2:360° *42‘360 —225°
Sik=3— ﬁ‘l:wzay

4

Por tanto, las raices son 24s°, 21350, 2225°, 2315°.

21. Resuelve las siguientes ecuaciones.
ax dx +13=0 c xt & 9=0
byx'—8x =0 d) x*+27x =0

4+16-52 4++-36
2 T2

a) x= =243

b) x(x*-8)=0-x=¥8,

El médulo de las soluciones sera la raiz cubica de 8 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0°+0-360°

Sik=0— p,= > 0°
(o] (o]

Sik=1— [32:%:1200

Sik=2— gF%:zw

Por tanto, las raices son 0, 2, 2120°, 2140°.

c) t=x*

t:6:|:\/326+36 _34302

X, =\3+3V2
X, =—3+32

X, =3-3v2 =1[3(v2 1)

X, =—3-32 = —/\/3(J§ 1)
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d) x (x*+27)=0
X =3-27 =27 g
El médulo de las soluciones sera la raiz cubica de 27 = 3.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° 4+ 0-360°

Sik=0— p,= 11250 o0

Sik=1— gzzw:mw
0 0

Siko2 s p _1OH2:360° o0

3

Por tanto, las raices son 0, 360°, 3180°, 3300°.

82. Realiza las siguientes operaciones con complejos.
: —1 4 . .
a /2 b) 4/ ———~ o¥e—n7=31-1

f 1+

a) 4 ? =416/ =416,

El mddulo de las soluciones serd la raiz cuarta de 16 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

270° +0-360°

Sik=0— p, =120 750

Sik=1— BQ:M:TSZSO
Sik=2— Bgzw:w,s‘)
Sik=3— p, = 20 +3:360° 4350

4

Por tanto, las raices son 2e7,5°, 2157,5°, 2247,5°, 2337,5°.

b) 71+i:\/71+/ 1;/:\//—.:\/@

14 140 1—i

El médulo de las soluciones sera la raiz cuadrada de 1 =1.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

(0] (o]
Sik=0— BFW:ASO
Sik=1— ﬁzzw:ﬂ?

Por tanto, las raices son lase, 1225°.
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0) Y(2—iY =3(1-i) =¥ =L

El mddulo de las soluciones serd la raiz cibica de 1 =1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

270° +0-360°

Sik=0— B,= 3 90°

Sik=1— gzzwzzw
o o

Sik=2— [33:M:3300

3

Por tanto, las raices son 1g0°, 1210°, 1330°.

83. Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

4 12?0-- * (120)‘
34 3v3i

1250 Toe
=42
60 90

3+3V3

El médulo de las soluciones sera la raiz cuarta de 2.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0— szwzzz,?
Sik=1— Bz:w:ﬂ%"
Sik=2— 33:M:202,5°
Sik=3— BA:M:ZQZ,S"

Por tanto, las raices son 42,5, 4215, Y205, Y2 .

84. Escribe una ecuacion de segundo grado con coeficientes reales que tenga por soluciones
estos niimeros complejos.

a1 —i b) 3 —2i
a) Como 1 —j es solucidn, entonces 1 + i también lo es.
x—Q+Nx-—(1-))=x>*—-2x+2
b) Como 3 — 2/ es solucidn, entonces 3 + 2i también lo es.

(x—(3+2i))(x—(3-2i))=x*—6x+13
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85. Calcula el valor de m para que el polinomio
X2—6xXx—m
tenga la raiz 3 — i. Halla la raiz que falta.
(3-i)?-6(3-i)-m=0—>8-6i—18+6i=m —m=-10

La raiz que falta es 3 +1.

86. Calcula el valor de los niimeros complejos p y g para que el polinomio
X+ px?+qgx—2
tenga las raices i y 2i. Halla la raiz que falta.
(x—i)(x—2i)=x>—3xi— 2
(x*=3xi—=2)(x—a)=x*+ (—a = 3)x¥*+ (-2 + 3ia)x+ 20 > a=-1
p=1-3i
qg=-2-3i

Laraizque faltaesx=a=-1.

87. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a xX+ix+1=0 c x+7x—12i=0
b) x* —2x+3i=0 d) ix* +27=0
a) X:—/i\/—1—4:—/i\/§/_>X1:—1+\/§/.'X2:—1—\/§/
2 2 2 2
b) x:2i“;“12=2i§’ﬁ_>x1:1+/ﬁ,x2:1_/ﬁ
c) x=_7i“;9_48:_72?1—»)(1:3/,)(2:4/

d) = ‘727 — 27— x =327

El mddulo de las soluciones serad la raiz cibica de 27 = 3.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0 0
Sik=0—> BFw:goo
Sik=1— ﬁzzwzwo"

0 0
Sik=2— m:%:zw

Por tanto, las raices son 330°, 3150°, 3270°.
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88. Halla el valor de b para que la siguiente operacion sea cierta.

4, -(1+bi)=8,,

1+b/’:i132° =24 —1860°=y3=b

72°

89. ¢Qué numero complejo hay que sumarle a —3 + 2/ para que resulte 5,,..? ;Y para que resulte 6sTwr?

(—34+20)+@+bi)=—-5—>a=3b=-7
(=34 2) +la+b)=3-33ia=6b=—2-33

20. comprueba que las siguientes raices suman 0.

a) Lasraices cuartasde —1 + V3i.
b) Las raices sextas de &4.

a) Las soluciones de Y2 50N Y2000, 200, V200, Y2 .
4/2 (cos 30° +17 sen 30°)+4/2(cos 120° + i sen 120° ) + 4/2(cos 210° +i sen 210°)+ /2 (cos 300° + sen 300°) =

N3 1 1 3 3 11 4B
=2\ —+iz——+i————i=+=-—i—|=0
12 2 * 2 2Jr 2 2 2+2 2

b) Las soluciones de §/64 son 200, 260°, 2120°, 2180°, 2240°, 2300°.
2(cos 0° + i sen 0°) + 2(cos 60° + j sen 60°) + 2(cos 120° + i sen 120°) +
+ 2(cos 180° + i sen 180°) + 2(cos 240° + i sen 240°) + 2(cos 300° + i sen 300°) =

=2 1+1+/\/§—1+i\/§—1—1—i\/§+1—/\/§]O

2 2 2 2 2 2 2 2

91. Averigua el valor que debe tener k para que 211

sea un nimero real. ;De qué nimero real

k—i
se trata?
2+i-k+i72k71+<2+k)j—>k7—2
k—i k+i k% +1 -

—1_ .
1

. —4
El nimero es 2

. —2i ) o
92. Averigua el valor que debe tener k para que T sea un niamero imaginario puro.
:De qué numero imaginario se trata?
k—2i 2+i _NKk+N2+(k-2)
V2—i N2+i 241

, -3 )
El nUmeroes —=-i.
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—2i
sea:

93. calcula el valor de a para que el nimero T A

a) Un nlmero imaginario puro.

b) Un ndmero real.

¢) El nimero complejo 2 — 4i.

d) Un numero complejo con médulo 1.

e) Un nlmero complejo con argumento T’T.

6-2i 1—ai _6—2a+(—6a—2)i
1+ai 1-ai 1+a

a) 6—-2a=0—a=3
b)-6-2a=0—a=-3

0 6-2i _3-i 1+2i _5+5i

= T =1+i—a=1
2-4i 1-2i 1+2i 5

d) V40 =1-40=148" —a=+/39
Niea
VA0

e) : 5

VI+8 aege &

1

arctg —% —arctga:%“aarctga:arctg[—g]—mso—>a:%

94. Halla el valor de a para que el siguiente niimero complejo cumpla que su cuadrado sea igual
a su conjugado.

V3.
4=
a /

f3 .

Calculamos el cuadrado: | g + \—y i 2, +3ai
2 4

. 3 .
Hallamos el conjugado: a — T:

a——=a

Xi 2X

95. Resuelve la ecuacion — — - =
1+3f 4-—i

7AW 1420 2943
—-1-2i —1+2i 5

Xi(4—i)—2x(1+3i) = (1+3i)(4—i) > x (8i+1-2—6i)=7 +11i — x=
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96. Halla el nimero complejo que cumple que su cubo es un niimero real y que la parte real del mismo
numero es una unidad superior a la parte imaginaria.

a=b+1
(b+1+bi)>=-2b3+6b%+2b% +3b+3bi+1
2b3+6b>+3b=0— b (2b2+6b+3)=0

1-3 —3—J§]

~1+43 —3+43
2 2

2 2

Los niimeros son (1, 0), [_

97. Halla los niimeros complejos cuyo cubo es igual a su conjugado.

(ru)azf—aﬁl’zl
3a=—00— ou=0° 30.=720° - o0 — o= 180°
300=360°— o0 — o =90° 300=1080°— a0 — o= 270°

Los nimeros son 1, i, =1, —i.

12 + ci

———— esta sobre la bisectriz del primer
—5+2i

98. Calcula ¢ sabiendo que la representacion grafica de

cuadrante.
Para que esté sobre la bisectriz del primer cuadrante, la parte imaginaria debe ser
igual a la parte real.

124¢  (124ci)(=5-2i)  —60+2c+(—24 —5¢)i

52 (=532 =5—=21) 29

—60+2€:—24—5C—)C=£
7

99. Halla dos nilmeros complejos conjugados tales que su diferencia sea éi y su cociente la unidad
imaginaria.
(a + bi)— (a — bi)=2bi=6i > b=3

a+bi at+bi & —b"+2abi & —9+éai _,
a-bi a+bi  a+b>  9+a

32—9:0y?—;=1—>a=3

Los nimeros son 3 + 3iy 3 — 3i.

100. La ecuacién z® + az? + bz — 6i = 0 tiene por raices 2 y 3. Calcula el valor de a, b y el resto
de raices.

8+4a+2b—-6i=0

. a=-5—i,b=6+5
27+9a+3b—6i=0] *

22— (5+1)2* +(6+45()z—6i=(z2-3)(z2-2)(z—a)=2"—az’ —52* +5za+ 6z —ba—a=i

Laotraraizesz=1.
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101. Halla dos numeros complejos, Z y w, tales que su suma sea i, y 2i sea una raiz cuadrada
de su cociente.

z=a+bi w=c+di

(@+bi)+(c+di)=i—>a=—c, b=1-d

—+(1-d)i . . . 1

—————=2—»—C+(1-d)i=-4(c+di)—c=0,d=—
T +(1-d)i=—4(c+di) 3
4. 1.

Z==l| W=——i
3 3

, . 1 .. , .
102. Encuentra un nimero complejo que al sumarle 2 dé como resultado otro numero complejo
de médulo ¢ y argumento 60°.

1 1 .
a+bi+=—=a+—=+bi
+ +2 +2+

,|2
c=.lla+=| +b°

[ +2] "

fg60°=x/§=L1—>b=\/§[a+%]

a —
+2

o=or3] <o+ -Ho+3

c—1 c
a=——,b=v32
2 \/—2

El nimero complejo es de la forma CT_1 ++3 %i .

. - 1+ ;
103. Busca un nimero complejo que sumandole ———-- dé otro complejo de médulo V2 y argumento 45°.
i T
2-2 14i 2

1. 1)
a+bi+—i=a+|b+—|i
yi=oslo)

2

2
2= a2+[b+%] —>a2+[b+%] =2

b+ :
45°=1=—2 g=h4—
8 a +2

, . 1.
El nimero complejo es 1+§/ .
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104. Halla el area del cuadrilatero cuyos vértices son las soluciones de la ecuacion x* + 4 = 0.
X =44 =4b.

El médulo de las soluciones serd la raiz cuarta de 4= /2 .
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

~180° +0-360°

Sik=0— Bﬂ_fzél?
Sik=1— Bzzw:%(’
Sik=2— Bs=w=225°
Sik=3— p, = 80" +3:360" 435

4
Por tanto, las raicesson 1+, 1 —i,—1+i,—1—1i.

Esun cuadradode lado 2: A= =22=4.

105. Un pentagono regular, con centro en el origen de coordenadas, tiene en (—3, —2) uno de sus
vértices. Halla los demas vértices usando niimeros complejos.

Z=-3-2
Elevamos a la quinta: z = v 13 213747 242"

Calculamos el resto de las raices: J13 213 4

242" k- 360

-~ |'_ )
Sik=0—2x =v134ru sas Sik=2—% =13 jg54q 1605
Sik=1—=x=~13 1100011685 Sik=3 =% =13 35841 1685

106. ¢Qué numero complejo forma un triangulo equilatero con su conjugado y con —5?

Sea [ la longitud del lado del tridngulo equilitero, uno de los vértices
es el complejo a + bi'y el otro vértice es su conjugado a — bi.

L3

b:L-sen30°:% g=-5+L-cos30°=-5+

Todos los tridngulos tienen —5 como el vértice situado mas a la izquierda.

Si el vértice —5 estuviera situado a la derecha del triagngulo, las coordenadas
de los otros vértices serian:

L3

b=f.-sr3n30“=! a=-5-—1L-cos30°=-5
2 2
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107. calcula el area del hexagono regular que determinan los afijos de las raices sextas de —é4.

§—64 = 4f64,.
El mddulo de las soluciones serd la raiz sexta de 64: 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° 4+ 0-360°

Sik=0— p,= ! _ 300
Sik=1— BZ:M:%O

Sik=2— Bazwzww

Sik=3—>54:M:2100 — I
Sik:4—>[35:w:2700

Sik=5— p, = 80" F5:360" 0

6

Por tanto, las raices son 230°, 290°, 2150°, 2210°, 2270°, 2330°.

El area del hexagono es A=

D:a 1255

108. Las cuatro raices cuartas de —4096 describen un cuadrado. Calcula su area. Ademas, sus raices
clibicas describen un triangulo equilatero. Determina su area.

Las raices cuartas de —4 096 son:

71 = 8450 = (4\/5, 4\/5) 73 = 8250 = (_4\/2 _4\/5)
7y =8135° = (—4\/5, 4\/5) 24= 83150 = (4\/5 _4\/5)

Calculamos el lado: \/(4J§+4x/§)2 +(4J§74\/§)2 =8J2.

Por tanto, el drea es de 128.

Las raices cubicas de —4 096 son:

21= 1650 = (8,8V3) 22 = 16180° = (16, 0) z3=16300° = (8, ~8V3)
Se forma un triangulo cuya base mide 16 y su altura es de 24.

Por tanto, su area mide 1924/3 u.

109. Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los afijos de los nimeros 6 + 5iy 3 + i. Determina
el resto de sus vértices sabiendo que tiene uno en el cuarto cuadrante.

El vector del lado es (6 + 5i) — (3 + i) =3 + 4i y el perpendicular es 4 — 3i.
En el cuarto cuadrante estard el vértice (3+i) + (4 —3i)=7 — 2i.

El vértice que falta es (6 + 5/) + (4 — 3i) =10 + 2i.
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110. El nimero complejo 3 + 5i es una de las raices clibicas de z. Halla las otras dos raices.
Zi=3+5=+35 50020 10,48"
Las raices tendran el mismo modulo.
Calculamos el resto de las raices: xfg 2 10,487 4 360

Sik=0-% =357 00 Sik =25 =350 71048

Sik=1—-x= J35 60 3 1048"

111. Escribe una ecuacioén de segundo grado cuyas soluciones sean 3 + iy 3 — i. Haz lo mismo con
—2 — 5iy —2 + 5i.
=3 D=3 -1=0=¥ — A= —=3n+9+3 tix—3r4+1 =0
—x—6x+10=0
(X424 50)x+2—5) =0—=x"+ 2x— 5ix+ 2x+ 4 — 10/ + 5ix +10i + 25 =0
—x'4+4x+29=0

112. Demuestra que si una ecuacion de segundo grado cuyos coeficientes son niimeros reales tiene
dos raices complejas, estas deben ser nlmeros conjugados.

Tenemos una ecuacion de segundo grado: ax” + bx+c=0
Resolvernos la ecuacion:

—b+ (V=8 + 4ac ]a’

X =

—b+ b —4ac 24
==Y " 5 r
2a 5 —b— (Vb2 + 4ac)i
= 2a

Luego sus soluciones son dos niimeros complejos conjugados.

113. calcula el producto de las dos raices de v1 y el producto de las tres raices de ¥1. Ahora halla
una férmula para el producto de las n raices n-ésimas de la unidad.

Las raices cuadradas de 1 son 1¢°, 1180° y su producto es 1igo° = —1.
Las raices clbicas de 1 son 1o°, 1120°, 1240°y su producto es 13e0° = 1.
El médulo del producto de las n raices n-ésimas serd 1.

El argumento del producto de las n raices n-ésimas sera:

0. . p—
O+1+...+(n—1))=3w;’—n([71):180°(n—1)

360°-0  360°-1 360°-(n—1)  360°
+ +.ot = i
n n n n

El producto de las n raices n-ésimas sera (—1)"+1.

114. Averigua la relacién que existe entre el modulo de la suma de dos complejos y la suma
de sus modulos.

El médulo de la suma de dos numeros complejos es siempre inferior a la suma de los mddulos de los nimeros.
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115. (Es cierto que siempre que multiplicas un numero real por un numero complejo z el resultado
tiene el mismo argumento que z?

Si no es cierto, enuncia una propiedad correcta.

No es cierto, ya que: 1iag+ logr = 1250
Solo es cierto si el ndmero real es positivo.

Si multiplicamos un ndmero real positiva por un numero complejo z, el resultado
tiene el mismo argumento que z.

116. (Es cierto que el inverso del producto de dos nlimeros complejos es el producto de sus inversos?
Es cierto, pues, dados z1 y z2 dos nimeros complejos cualesquiera, se tiene que:

= 21*1 . ZZ*1

(21 '22)71 -

_1 1
2,2, Z, Z,
117. Demuestra que para cualquier par de niilmeros complejos se cumple que;

2, +2,=2,+2, 2, 2,=2,- 2,
Usando estas propiedades, demuestra que si z = a + bi es una solucién de la ecuacion de grado n
siguiente:
an-X"+a,-X"'"+...+a,-x+a,=0
con a, € R, entonces el valor Z también es solucion de la misma ecuacion.

Z,+z,=a+bi+c+di=(a+c)+(b+d)i=a+c—(b+d)i=a-bi+c-di=z,+2,

7,-7, =@+ bi)(c +di) = ac — db + (bc + ad)i = ac — bd — (bc + ad)i = (a—bi)c —di) = Z,-Z,

Veamos que si z= a + bi es una solucién de la ecuacién de grado n, entonces z también es solucién de la misma
ecuacion:

a,(a+bi) +..+a,(a+bi)+a,=0—a,(a+bi) +..+a,(a+bi)+8=0=0

a,(a+bi) +..+a,(a+bi)+a,=a,(@+bi) +..+a(a+bi)+a,=

—a,(a+bi) +..+a(a+bi)+a =a,(@—bi) +..+a(@—bi)+8a =0

118. Resuelve en los nimeros complejos las siguientes ecuaciones.
a) z22—-2z2—-2+4i=0
b) z¢ + (4 — 2/)z? — 8 =0
c) 24 +1022 + 169 =0

244 —4(-2+4i . .
a) z= ( ):1i\/3—4/:1:|:\/§306,87°:1:|:(—2+I)

2

z1=-1+i 22=3—]

b) t:# V1248 B A = 24 it = 241 £(-2-1)

t1=2i,th=—4
Z, =22 =1+i Z, =25 — 1| z, =4 =2 Z, =41 — 9]
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—10++100—-676
2

) t= =_5+12i

t1=-5+12i, t2=-5-12j

7, =355 =2+ 3i Z, =133 = —2—3i 2, =3 =243 2, =3smer =2 3i

119. Resuelve las siguientes ecuaciones con nimeros complejos.

A =+ R -6 =—3+2
M+ 37 _ _
b) Z(—2+61}+T3?7I+10—8;=Z{1+7r)
y Z e y Z ; ;
a8 —— 4 (2=16i==34+2i— +6412i = =3+ 2i
5—i 5—j
—>5”_:—9—105—>z:(5—a‘)(—9—10;‘}—>z=—55—41:‘
|
A 42
b) z(—2+6a’)+47}33_7r+10—85:z{1+7f’)+z[—2+6f}—11+
et 1 |

+i+10—8i=2z(1+7i) = 2(—2+6i)—=1=7i = 2(1+ 7i)

5 2(=2461)—z(1+7i)=1+7i > 2(=2+6i = 1=7i)=1+7i
1+ 7i
e

—Z= > Z2=—]1=2

120. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a xX*—8x+4—19=0

b) x—iy =0 ]
y—ix=4—46i

Bit-64—41(4i—19 _ 8i+10-16i
21 2

a) X’ —8x+4i—-19=0—>x=

b) x—fy:[} }—)x Yyy—i(y)=4—6i—>y+y=4—6i—>y=2-3i
y—ix=4—6(

x=i2-3i)=3+4+2i

121. Representa el niimero complejo 1 + 2v/3i y realiza en este punto un giro de 60° centrado
en el origen. Halla las expresiones binémica y polar del nimero complejo resultante.

Z=14+ 2\/3!’ = \[1_3\ 53 52 39 | ]-/ . . .

Hacemos un giro de 60" W

pr—

V13 s s30- = —2,5+ 2,61
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122. La suma de dos numeros complejos conjugados es 16 y la suma de sus moédulos es 20.
iCuales son estos nlimeros?

Sear=ga-+ bi

a+hi+a—bi=16 a—2=8
- 5 [ - '
Vot + b+t +(=b)P =20)  Nai+bt =1C

= 6145 =100 5 b=46
Los nimeros son: 8 + 6iy 8 — 6i.

123. Seau = —% + %i. Comprueba que siz = —2 + 5i, entonces z, u - Z y u? - z son las tres raices

clbicas de un niimero complejo. Demuestra que eso sucede para cualquier niumero z. ;Qué tiene
de particular el namero u?

Z=—2+5i= \a514ﬁ

u-z—..[ 1, V3

—5 - TJ] (=245 =10 - 29 1o ag 50 = \"fgru-"m'%_u?"

1 3

= _? i Tl‘] (=@ gl =1 i \),.’EI 1°48 507" = \"l%_’sl’:b 507

Son las raices clbicas de 29535 24 1520

Esto sucede para cualquier numero complejo, ya que las raices cubicas
de un ndmero complejo tienen el mismo maodulo y su argumento
se diferencia en 120°,

Al multiplicar cualguier ndmero por v, su médulo no varia y su argumento
aumenta 120

124. Del nimero complejo z, se sabe que su argumento es 150°, y el médulo de z, es 2. Calculaz,y z,
sabiendo que su producto es —8i.

2y = Nsir
=2,
—8i =8,
Fisge * 26 = Bazy
r-2=8 r=4 2y = 4
. —
150° 4+ o = 270° o=120° Zy= s

125. Uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen tiene coordenadas (—1, 3). Utiliza los
niameros complejos para determinar los otros vértices y su area.

Médulo: /(-1) + 3% =10
Argumento: tga:%aa:108,43°

Los vértices son: 104 =+/10(c0s 18,43° + i 561 18,43°) =3+ — (3, 1)

\/ﬁm,w - (— 1 3) \/ﬁws,w - (—3, - 1) \/ﬁzss,w - (1, - 3)

El area del cuadrado es (2\/%)2 =40 u?.
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126. Calcula la suma de los 10 primeros términos de una progresion aritmética de diferencia 1 + 2i
y cuyo primer término es —6 — 2i,

d=1+42i
ay=—6—2i
d,=a, +(n—1)d
Qg=—6—21+ (10— 101+ 2/)=3+ 16/
(ay +a,)n
2

5, =

S = A0 21H3HION0 _ 15 g

2

127. simplifica la siguiente expresion para cada n = R,
1+i+i2+r+ ...+
Observamos que 1+ i+ >+ i3 =0.
Seame N:
Si n=4m — 4 entonces la expresidn vale 1.
Sin=4m — 3 entonces la expresién vale 1 + /.
Sin=4m — 2 entonces la expresién vale i.

Si n=4m — 1 entonces la expresién vale 0.

128. Si el nimero complejo a + bi tiene médulo m y argumento «, ;c6mo expresarias en forma binémica
un numero complejo con médulo 6m y argumento 2x — «? ;Y si el médulo es 3m y el argumento

3r
Bt}
esa+ [

Sea w = ¢ + di el nimero complejo que tiene por médulo 6m y argumento 27 — «.
c=6va’+ b cos(2n— o) =6Va’ + b’ cosa
d=6ya + b sen(2m — o) = —6:Ja’ + b? sena

™

Seav = e+ fiel nimero complejo que tiene por médulo 3m y argumento o + 7

e=3ya*+ b cos

3w 22
o+ 7 =3yJa 4+ b senw

I| ] L 3I o o
f=3va + b° sen [cx + l] =3 \,'fa" + b° cosa
2
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129. Sea z = r_un numero complejo en forma polar y Z su conjugado. Calcula el valor del cociente.

COS ¢t - COS 2t -... - €COS Nt
z+2)-122+ (2)]-...- |2" + (2)"]

Z=r,=r{coso+isena)
Z=rluyy_o="r{COs0— 58N )
C0S - COS 200, ..+ COS N

(z+2)(Z2+(2))-...-(2" +(2))

oS- COS 208+, ., CO5 N

(rlcosa~isena) +ricosoa—isena)) - ...~ (r" (cos no+ i sen no) 4+ r" (cos nau—i sen nay)

COS ¢ - COS 20¢ - ...+ COS NY 1

2rcos - 2rfcos 2o - 2r" cos no nto
>

130. Dada la ecuacion z2 + (a + bi)z + ¢ + di = 0, con a, b, ¢ y d nlimeros reales, encuentra la relacion
entre ellos para que sus raices tengan el mismo argumento.

2+ {a+biz+c+di=0

—a-bixyla+bP—4(c+d) —a—bita—b'+2abi—4c - 4di

2 2

Para que tengan el mismo argumento, el cociente entre la parte imaginaria
y la parte entera dzbe ser el mismo.

a —b'+2abi—4c—4di=0

at —h? —4c=0]
2ab—4d =0

Como solo tenemos dos ecuaciones y cuatro incognitas tenemos que dejar
dos de las incognitas en funcion de las otras.

—\ [—
(\f2c” +2d” + \,“26)\"\;"5 +d’ —c —

ay = - b = \I'IZ\,"C" +d* -2c
d
(5 2 NP NN X : —
o :_(\Zc +2d +\2cWVE +d? —c by = —\2Ne 1 -2
d
\.'J:”cl + d? +c(\11’63 +24° —\EFCJJ TS :
iy = 5 - - ba :_\II2\.'|IC_. +d- + Zci
d
[ [, 2 2 o a); R e
o y \/c d +c(\ﬂf2c + 2d \12(._).' b, =\"2\"ff‘ L 42
d
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PARA PROFUNDIZAR

131. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primavera)

;Cuantas ternas ordenadas (x, y, 2) de enteros no
negativos menores que 20 verifican que hay

justamente dos elementos distintos en el conjunto 1 205 &1 25 235

{i*, (1 + i), 2}, siendo j? = —17

Uno de los nimeros Z-t= by . 75

complejos z que verifican el sistemat z _ o esi 2+ 243i 2v/3 -2 3+3 242 St
t ==

¢Cudl de los siguientes nimeros no es raiz del 2i 2 5 3 3

polinomio z¢ — 522 — 367 a0 270¢ 180°

¢Para qué valor de n se verifica que
P+ 224+ 32+ + 4i*+ .. +ni" 24 48 49 97 98
es el nimero complejo 48 + 49i?

14 V3i )*2
—————] e

1 16 243 1024 1—-v3
—14+v3i

El valor de (

O Para que en una terna dos elementos sean distintos, tiene que suceder que dos de ellos sean iguales y el
tercero diferente. En este caso puede suceder que =z, *=(1+i))o(1+i) =z

Si lo pasamos a polares, tenemos {10y, \/2745.y , 20}.
Si*=zey=z implica que loox=20Yy V2’ 45, = loox.
loox=20 — z=1y x es multiplo de 4 (0 mod 4).
V2 45y 210 — y=0

Por lo que hay 5 casos para lax (0, 4, 8,12, 16), 19 casos paralay (1, 2, 3, 4, ..., 18 y 19), un caso parala z (1).
Entotal 5-19 - 1 =95 casos.

Si*=(1+1i) ei*#z implica que loox= V2’ 45, Y Zo= Loox.
loox = x/2745.y — y=0y xes multiplo de 4 (0 mod 4).

Zo=1oox — z# 1 0xno es multiplo de 4 (0 mod 4) (esto no es posible porque tiene que ser multiplo de 4 por
lo anterior).

Por lo que hay 5 casos paralax (0, 4, 8, 12, 16), un casos para lay (0), 19 casos paralaz (1,2, 3, 4, ..., 18 y 19).
En total, 5- 19 - 1 =95 casos.

Si(1+i))=ze = z, implica que V2’5, =20Y zo= loox.
\/274” =270 — z=2"?eyes miltiplo de 8 (0 mod 8) (el valor 16 de y no es valido porque z = 28 > 19).
Zo= loox — Xx no es multiplo de 4 (O mod 4) oz # 1.

Por lo que hay 2 casos para la y (0, 8), para cada y un solovalordez(y=0,z=1;y=8,z=16), paray =0,
z=1, x puede ser cualquier no multiplo de 4; 15 posibilidades; para y =8, z= 16, x puede tomar cualquier
valor; 20 posibilidades. En total hay 15 + 20 = 35 casos.

Sumando los tres casos tenemos 95 + 95 + 35 = 215.
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o Despejando z de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera, se tiene:
z=t"330° — t? - 330° = 660°

Despejando t:

=2 o t=\20 —t, =215, t, =210
buy

z= =324 =3+3
'\/515" ®
- t:5:|:«/25+144:5:|:13_>t1:9,t — 4
2 2
z21=13 22=-3 23=2i 24 =—2i

No es solucién 2180° = —2.
0 Observamos que cada cuatro nimeros estamos sumando 2 — 2i.

Para llegar a 48 necesitamos 24 - 4 = 96 nimeros, y obtenemos 48 — 48i.

El siguiente nimero serd 97/°” = 97i.
Porlo que i+ 2% +3i*+..+97°" =48 — 48i+ 97i = 48 + 49 — n = 97.

O 1+iV3 =2, Y —1+i/3 =2, . Entonces, realizando la operacion dada en coordenadas polares:

12
20

[%] = (17240")12 = (1120")12 = 11440" = 10" =1
200°

132. Demuestra que si un nimero complejo cualquiera z es una raiz del polinomio P(x) = ax? + bx + c,
donde a, b y ¢ son nimeros reales, su conjugado Z es también una raiz de dicho polinomio.
z=d+e
Pld+ei)=ald +ei) + bld + ei) + c = ald” — " + 2dei) + bd + ebi + c =
= ad® — ae’ + 2adei + bd + ebi + ¢ =0
Por tanto, resulta que: ad” — ae’+ bd 4+ c=10 2adei +ebi=0

Pld — ei) = ald — i)’ + bld — ei) + c = ald®> — €’ — 2dei) + bd — ebi + ¢ =
=ad’ — ae’ — 2adei + bd — ebi + ¢ =
=ad? — ae’+ bd + ¢ — (2adei + ebi) =0

133. Calcula las cinco soluciones complejas de la siguiente ecuacion.
X°+X+Xx3+x2+x+1=0
El primer término es la suma de los términos de una progresion geometrica.
(x* =1

a=1r=x Ss
x—1

x =1
X; =l
-1 & Xs = ke
Por tanto, resulta que: e 0ox"-1=0->x=%1> . ]‘-"-
x =1 4 = hay
Xs = luo
X5 = Tugr

Las soluciones son: x;, Xs, Xq, Xs Y Xe.
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134. Halla la expresion de z sabiendo que los afijos de los niimeros complejos 1, z y z2 estan alineados.

Y

X

-

Las coordenadas de los niimeros complajos san:
ALOL Bla b Cla” — &', 2ab)
Calculamos los vectores:
AB=(a—1b AC=ia"—b' —1,2ab)
Los puntos estan alineados si los vectores son proporcionales.

AB=tAC—{a—1,6)=tla — b —1,2ab)

Lo .

1—1=tla —b -] T 1 . ,

a (¢ 2o ]{a' b1
L 2a

—— sa-1=
b=1t-2ab

—a —2a+l=b—>3b=a-1
Portanto, resultaquesz=a+ (@ — 1)

135. Representa el nimero 1 + i. Pasalo a forma polar, calcula sus 10 primeras potencias
y represéntalas en el plano complejo. Observa que los afijos de esos nimeros complejos describen

una curva espiral.

A

(4]
z=1+1=v24
Z° =2y
22 =120
z' =4y
=42,
2% = By
b — 8\.5-,_-;_
2 =16,
22=16725
2" =32,

136. Calcula, en el campo complejo, las raices del polinomio ax? + bx + c, sabiendo que son iguales que
las de los polinomios cx? + ax + by bx* + ¢cx + a.

(Certamen NUmero de Oro. Argen
Aplicando la propiedad de la suma de las raices de un polinomio de segundo grado, y suponiendo que las raices
comunes son oy f3:

b a ¢ N . 1 3. 1 43,
+B=—==—==—-—a=b=c— Elpolinomio es ax’*+ax+a, conraices ——+2j y —— X2,
etB=—Z="c= " - P 2P YT
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137. Sean los conjuntos de niimeros complejos:
A={z:arglz — (2 + 3i)] :%
B={z|z—(2+1)| <2}

Determina la proyeccion ortogonal del conjunto interseccién de A y B sobre el eje X.

(Olimpiadas matematicas. Fase de Distrito)

Los conjuntos Ay B son:
A:{z:x+y/:arg[z—(2+3/)]:ﬂ:{(x,y)/x—y+1:0}
B={z=x+yi:|z—@+)<2}={0 )/ x =27 +(y -1 <4}

Sea A el conjunto formado por los puntos de larectax—y+ 1=0, y B el de los puntos interiores de la
circunferencia de ecuacién (x — 2)2+ (y — 1)>=4 con centro C (2, 1) y radio r= 2.

1 A
44 | \
f | B

. 1

A

N

X—y+1=0

La interseccion de ambos conjuntos es la solucion del sistema ) ,
x=2r+(y-10"<4

, que es el segmento abierto D
(0,1)yE(2,3).

Su proyeccion sobre el eje X es el segmento de extremos O (0, 0) y E’ (2, 0), sinincluir Oy E’.

138. Sea la sucesion de numeros complejos {a,}, n = 1:

. i i
a,=M1+0N114+— °...-(1+—
=040 ( ﬁ) | »/ﬁ)
Averigua si existe un nimero natural m tal que:

3 |as — ana| = 1990
n=1

(Olimpiadas matematicas. Fase de Distrito)
Los mddulos de las diferencias de los términos de la sucesion valen:

i

Jn+1

T+

‘aﬂ_anﬂ‘ _(1+/)'[1+/

2

i i
=1 ——
[ Jn ” [ JN+1]]
Como el médulo del producto es el producto de los mddulos, resulta:

[’H_L

Jn

—(1+i)-[1+%]-...-[1+#]-

B P P
—[(1+/) [1+\/§

=1

N AN N

Xm:\an*am\=1+1+...+1:mﬂm:199o
n=1
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MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Qué es un circuito eléctrico y por qué elementos esta formado?

Un circuito eléctrico es un camino cerrado por el que circula la corriente. Esta formado por resistencias,
inductancias, condensadores y fuentes o dispositivos electrénicos semiconductores.

2. iQué son la impedancia y la admitancia en un circuito eléctrico?

La impedancia y la admitancia son parametros para analizar un circuito eléctrico. La impedancia es la oposicién de
un conductor al flujo de una corriente alterna.

La admitancia es la facilidad que el circuito ofrece al paso de la corriente.

3. iQué relacion numérica existe entre la impedancia y la admitancia?

. . . . . . 1
La admitancia, Y, es la inversa de la impedancia, Z, es decir, Y:§ .

4. Averigua las aplicaciones de la impedancia y la admitancia. Por ejemplo, ;qué es la impedancia
del cuerpo humano? ;Qué importancia crees que tiene?

La impedancia y la admitancia se utilizan en la resolucidn de circuitos eléctricos.

La impedancia es la generalizacidn de la resistencia que opone el cuerpo humano a la electrocucidn, segun las
condiciones de la piel.

5. Si un circuito eléctrico tiene una impedancia de Z = 3 + 4j, determina su magnitud a partir
del médulo del niimero complejo y, por otro lado, calcula la admitancia en siemens como un
nimero complejo.

1 3-4j 3-4j

3+4j 3-4] 5

Magnitud: 3 +4?=5Q Admitancia:

6. Sien un circuito eléctrico la admitancia es 0,25 S, calcula su impedancia.

7=1_ 1 40
Y 0,25

7. Multiplica el numerador y el denominador en la expresién de admitancia (Y) por el conjugado
R — Xj para obtener la parte real de la admitancia, conocida como conductancia, y la parte
imaginaria, conocida como susceptancia.

_ 1 R=X_R-X
R+Xj R—Xj R*+X?

— Conductancia: RZL Susceptancia: X

R* + X?

8. Si un circuito eléctrico tiene una impedancia de Z = 6 — 4j, halla su conductancia y su
susceptancia.

Si un circuito tiene una impedancia de Z= 6 — 4, halla su conductancia y su susceptancia.

1 6+4j 342

- - = — Conductancia: 3 Susceptancia: L
6-4] 6+4j 26 26

13
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