Limite de una funcidn

ACTIVIDADES
1. Calcula los términos a,,, a,,, Y a,,, de la sucesion con este término general.
n-—2
an - nz
o 49 o 99 4 25
™ 5000 10201 %2601
2. Obtén el término general de estas sucesiones.
a) 1,3,57, .. c) 0,2,6,12,20, ...
37 N 31 1 -3
)5 15 s TV TACER TR
a) a,=2n-1 c) a,=n(n-1)
an—1 -2n+5
b) a, = 5.3 d) a,= 2
3. Usando la calculadora, halla el limite de las sucesiones.
_|_
a) a, = (—n¥t ¢ a,=n"—n? e) a, = L - 3
b) a, =n? d) a, = 02" f) a,= (%) —7
a) n//'man:1 d) n//man:O
b) lim &, = +o0 e) lima, =1
c) lim &, = —oo f) lima, =-7
4. Escribe sucesiones con estos valores como limites.
a) 0 d) 4 g) No tenga limite.
b) +eco e) —3 h) Un numero a.
c) —oo f) 0,5 i) a
Respuesta abierta. Por ejemplo:
4 an—1 n
a, = d) a, = a =(-1
TBn+1 )4 n+10 g 4= (-1
1-3n an
b) a,=3n*-7 e) a,= p h) a,= 7
n+5 .oan
c) a,=4-n f)a, =—— i
) a )8, == )
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Limite de una funcién

5. Calcula los siguientes limites.

a) lim vn ©) lim n®
by fim ( Ao+ 7) d) fim (i)
n—eo 2 A 2
a) limn = +oo ¢) Jimn® =+oo
b) lim [—1n2—2n+7]:—oo d) lim [g]ﬂ:+oo
N—oo 2 n—oo| 2

6. Halla los limites de las sucesiones cuyos términos generales son los siguientes.

8n (n— )"
P L ) —
2 2n* +3n—1 ) (n+ 2%
10
a) im0 _o b) fim (n=1__,
= 20 +3n -1 noee (n42)

7. Halla los siguientes limites.

o (4n°—n? 30?1 _ 302+ 1
- jim a3
@ g (G - S D Iy

fant—1 ant ) . (n+1 r‘r—‘l)
b — e _
).-{E??( n3 2n4+3 ) rflr-r.?j: L — n—+1,;

_ 247 3N —
c) fimin L f) lim (u - i)
e e\ 20t —n—1 n?
- (4n® =n*  3n* -1 ) 3’ +1
a) lim — =-3 d) lim,|——— =+/3
) n%[ 2n® 41 n2+1] )n% nP+n+2 B3
2 4
b) Jim|3 =141 | _g e) //m[”_“—”_”]:
n—ool 2n* +3 n—oclN—1 nN+1
o nt47 [ n*(1-n) 4 1
c) /imin = f) Iiml—/——~=+—=|=—=
) Jim on T )nﬂw[2n4n1 n? 2
8. Calcula estos limites.
ot —n? i
a) lim — d) lim 9=
) -1L\-(2nd+‘| 3 +n+1 n—es 1
. 341 . nt1
b) limin 20 e) lim 0,1%
n—e 20+ n el
. —+ — _ 2_|_ n?
c) frmln(z)w f) hm(zn - !
N— oo n n+ '])2 N—+ao n
(0t 41 - 1 , [2] (n+1)(n-"1) A
a) lim =— c) imn|=| ——~——--~2 ; e) Iimo1m =1
) Mc[2n“+1+3n3 +n+1] 6 ) n—eo N (n+1 No existe. ) s
N o o )
b) lim In[ 5 =0 d) lim9om+ =81 f) lim > ] =
n—oo 2n° +n n—o0 n—oo n
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Limite de una funcién

9. calcula los siguientes limites.

a) ffn”( nri 27 ) c) im (i)p L
el N -5 02 n—ewl\ 2 ) 30 2
o on 1 n : n3
b hm( = — ) dy im————
) nrel nf—5 n+2, ) noe (0,3)"
2 2
a) fim| 2EL 20y DT 2 g o
ne|—n—5 n+2| ne—n—5 nrxn+42
_ 2 _ 2
b) fim| =20 T i T2 i g o= oo
e NP5 n42) mox -5 meen+2

c) //‘m[§] ! :llm[§]~l/‘m ! =+400-0 — Indeterminacidn.
n—x\2) 3n—2 n=x(2) n=x3n-2

e L
= (0,3)"  lm(03)" 0

10. calcula los siguientes limites.

- /n . 1Y
ay fima/—— o ffm( )
) i n—2 ) =l f1 + 5§
. It —6 _f1=nY
by fim | ~ d) /im
) .'1‘1{}1 08 1< ) .".”1( n 2 )
n lim n
a) Jim |- = [im "~ =1 o //m[i] :[//mé]”‘ 0> =0
n—oc\| NN —2 n—oc ) —2 n—col N 45 n—co ] 4+ 5
. 3n% -6 3P -6 _(1=nY 1—n )" .
b) /imlo =log lim =log1=0 d) /im =|lim =(=1" — No existe.
)nﬂao g 3n? gnaoc 3n? g )nﬂm[nfz] [nﬂmnfz] ( )

11. Calcula los siguientes limites.

. " 2n 6 . n* -+ 3n?
a im——— by im ——
i o n— 3 = en 1.-'n3 — = 5
3 opn2
a) Iim n-2n+6  +oo
n—00 n-3 —+00

[3_5pn2
lim Lgﬂs — El' mayor grado de n es %

n—oo n_
, 3 _ 2
w im n®—2n*+6
NN =207 46 im ne N IS IR
n-3 . n-3 0
3 m =

n? n?

fim
nN—oo n — nN—oo

n® 4 3n? +oo

b) IIM——
)ﬂﬂao /n37n275 +00

3 2
lim _m4sr El mayor grado de n es 3.

n—o0 /n3 _n?—_5
n® +3n? p n®+43n?
. I’)3 +3n2 . /')3 nljrzo [’73 1
lim = lim = =—=+400
nﬂo\/na_n2_5 nﬂo\/na_nz_S P _mi_5 O
3 fim ———
n n—oo
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Limite de una funcién

12. calcula los siguientes limites.

. 8t 311 ) nt3
a) lim——/s——— by lim - -
e 307 e N3t s 7 1
3 4
a) fim Y81 £30-1 too
n—se 3107 —1 400
. ¥8n* +3n—1
lim ~————— — El mayor grado de n es 2.
n—co 307 —1
Y8n* +3n-1
3 4 o B, E—
Ry S 0
n—s 307 —1 n—eo 3N0°—1
nZ
b) lim n+3 _ d

%330 450> +7n—-1 —o0

Jim n+3

— El mayor grado denes 1.
=3 _3n° 4507 +7n—1

n+3
i n+3 — im n _ 1
%3 3 sy 7n—1 =330 45 +7n—1 -3
n

13. Calcula los siguientes limites.

a) lim ( n2+1 n? )
nowlon n+1,
1 =2n =3
s} Hm( - )
)“‘W._3n—2 n—4,
o H’m( ni2  ntion 'l)
A\ AR7 n? 1
2 2 2 2 2
a) lim n”+1 n RN "+l ) n ern+1
n—x| N n+1 n n+1 n?+n
2 2 2
//.mn+1_ n n+n+1:1
nos| N n+1) ne~ n*4n

1-2n*> —3n?

-2 =3m* _In’+2m*+n-4

b) lim - =—
3n—-2 n-4 30" —14n+38

rx(3n-2 n-4

— —00 400

p 1-2n* —3n?
im

B mn 42’ +n-4
rex(3n-2 n-4

ne 307 —14n+8

3 3
o |2 _manst
meldn? —n=1" n? 41

n°+2  n4+2n+1_ -3n°+n*—6n°+3n+3

— 00 — 00 —
4’ —n—1 n? +1 n*—n*+3n*=n-1

3 3 _ap 4 z3
fim f27 +2 n +22n+1 _im 3n4 +/73 6/72 +3n+3:
n-oo| 407 —nN—1 n +1 n—os N —n° 430" —n—1
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Limite de una funcién

14. calcula los siguientes limites.

a) lim (Vo2 vn) o) lim (¥3n 11 n)
by fim (20 Vn? 1) A lim (V2 +4n =1 - vn?+1)

fi— o

a) r{l;f?o(x/n—Z—\/ﬁ)AOO—oo

i (=2 )= fm =0

) n/@o(znﬂ/ﬁ)ﬂoof

. 3 +1
lim(2n—<n*=1)= lim ————
nﬂao( ) nﬂozn_‘_wm —

c) r{m(«/3n+1—n)—>oo—oo

Jim (BT n) = g S e

d) n//m(\/n2+4n—1—\/n2+1)—>oo—oo

//m(Jn +an—1-Jn? +1)_//m an—2
v AN 14y 11

15. calcula los siguientes limites.

a) lim ('l | i) ¢} fim (1 i)
o iy o iy
. 3'.r.' ] . ; 2
by fim ('l | —) dy fim (1 —) ’
=2 n li—en 2n
n n o
LACHEP (AEH 0P 2
a) lim 1+ —1 lim 1+ =Ilimj1+—=| | =e°
n—oo n—oo n—oo n
s
n-1 n-1 :
b) ”//m[1+3] -1 ﬂ//m[1+3] = lim 1+% =e’
3
2n 2 . 2
c) //'m[1—1]3 — //'m[1—1]3 = lim [1+i] 1 =g 3
n—o0 n n—o0 n n—o0 —-n
e 15 1\ - !
d) lim [1——] — T lim [1——] = lim [1+—] —eo
n—oc 2n n—oo 2n n—oo n
16. Halla estos limites.
. 5 g 3 -2
ay fim (1 +—) c) him (1 + —)
) fiv | iy ) o | 21,
/ R n
by | am( L) d) /im ('l | "n )
. nty o\ n+ 1.
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Limite de una funcién

a) /fm[1+§] -1 //m[1+é] —im|[1+| | —ef
N—oo n n—oo n n—oo Q
5
2n
S]]
2
) 2 Y . 2\ . 1
b) lim{1——— 1° __“Z | = v _p2
) nax[ n+’|] - r{/ﬂl[’] n+1] ”/T;]o 1+_n+1 e
2
3(3n-2)
2n on
3n-2 3n-2 ,I 2
i —_— I i e = i _—_ =@2?
c) n//£77x[1+2n] —1 4@0[1+2n] ”/@l 1+27,7 e
3
2n?
41751
n
2n 2n
d) im|1+ = = //m[1+2L] = lim{|1+ 21 =e’
n—oo n% +1 00 n +1 n—o0 n® +1
n
17. Calcula estos limites.
2 2
a)y lim M by im M
e oY & wmte Do X7
2 _ 3x-(x? =1
o i SO o) im X
e 2 =i 2 X
18. Halla los siguientes limites.
o T
ay fim (¥x—1-x) by lim ( )
) x_’_m( ! ) kv \ 2 4 3y
(2 52
) 3
I — o (3x =1 ‘ 1
a) xlirﬂm( X_1_X):_OO b) x/iq’oo[2+3)(] :x/irpx 1+_3X+2 =0

3

19. Halla los limites laterales de las siguientes funciones en los puntos indicados.

—2X + 1 X
a) ——enx = 1 h) —enx =20
X | x|
a) im=2X+H1_ im =X b) fim X1 im %= 1
X1 X —1 x-1T X —1 X0 X‘ XHO"X‘

20. Indica cudles son los limites laterales en x = —2 de la siguiente funcién.

_[B3x+4 six< -2

f{)‘)_11—,1(2 si x=>-2

lim f(x)= lim 3x +4=-2 lim f(x)= lim 1-x*=-3

X—-2"
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Limite de una funcién

21. Halla los limites de las funciones en los puntos indicados.

3x 1 2 X
a) f()d—menx-1 b) fx)— e enx — —1

. . 3x -1
a) limf(x)=Im—-—-———=
) xX—1 ( ) x—1 X2—2X+3

2-x _ | X
b) lim f(x)= lim —==1"" X+

— No existe /im f(x).
x=- CAXET | 22X x=-1

22. Razona si existe o no el limite en x = 2, en x = 3 y en x = 4 de la funcion f(x) =

fim f(X) = —00
fim f(x) — — o — No existe fim f(x).
Aox 0 |".'m. f(X} =+ X2
lim f(x) = 2L Bl ==
x—3 A X34 14

23. Calcula el limitede f(x)enx =0yenx = 3.
3—X six=0

F)=1X—2 Gyso
X+1

limf(x)=lim3—-x=3

e - — No existe lim f(x)

lim £(x)= fim X=2 = 2 w0l

x—0" x—0" X 41

mf(x)= lim X=2-1

X—3 x=3"X+1 4

24. Halla el valor de los limites que aparecen a continuacion.

X2k b x Xt 16
a) im——— by lim —
)x—ﬂ X312 )x~—? X8
a) lim x-_—zx + x _)2 im X‘j— 2xt + x _ im x(x—1)° _0
=1 x% —3x 42 0 =yt —3x 4+ 2 = x —1)(x—2)
b lim ot —)E
=2 %3 4 8 0
4 2 ;.
i X716y (24D D=2 8
=22y 48 x=m2 (x4 2)(xF — 2x 4 4) 3

25. Pon un ejemplo de una funcion que tenga como asintotas horizontales estas rectas.
ay=1 b)y=2 c)y=3
Respuesta abierta. Por ejemplo:

2X —1 2x° 3x2 -5
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Limite de una funcién

26. ¢Una funcién puede tener dos asintotas horizontales? .Y tres?
= Si, basta con que el limite cuando x — 40 y cuando x — —oo sean distintos de +o 0 —o0 y distintos entre si.

= No.

27. Halla las asintotas horizontales de las funciones que aparecen a continuacion.

3x 1 2% 1
a) fx) = -5 ) fix) —
) FiX) Y ) Fx) P
1 2% X1
by flx) = ———— d ) = —5—F——+
)10 - 2x ) 10 X 2x 3
2
a) limf(x)=lim 3X2 1.3 f(x) tiene una asintota horizontal en y = 3
X0 xox2x2 -1 2 2
. _1-2x° 1 , ; . 1
b) limf(x)= lim ———=——=— f(x) tiene una asintota horizontal en y = ——.
K00 Xm0 4XT —2X 2 2
. o 2x =1 . y ,
c) Jimf(x)= X//mT =2— f(x) tiene una asintota horizontaleny = 2.
X241

d) Iimf(x)=lim —————
) Koo (x) xose 22X -3

=1— f(x) tiene una asintota horizontalen y = 1.
28. Halla las asintotas verticales de las siguientes funciones.

2 i 3x =1 X2 —9
= by fix) = =
X2+ 0= XE=1
a) bomf=R

a) fix) =

f(x) no tiene asintotas verticales.
b) bomf=R-{-2}

flx) tiene una asintota vertical en x =-2.

lim f(x)=+o0

e — f(x) tiene una asintota vertical en x = —2.
//mrf(x) =—00

X——

c) bomf=R—{-11}

Jm )=

lim f(x)=+o0

X——1"

— f(x) tiene una asintota vertical en x = —1.

lim f(x)=+oo
X—1
limf(x)=—oc0

X—1

— f(x) tiene una asintota vertical en x = 1.

29. Halla, si es que tienen, las asintotas oblicuas de las funciones.

X2 ) 2x ) I+ 2x
a) fix) = b) fx) = —— Q) fx) = ———
x 1 1T—x Xx<—9
2 2 2
a) i T i X m f—x = i XXX
X—too X X—too X4 — X X—+00 X—+00 X =1

flx) tiene la asintota oblicua y = x + 1.
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Limite de una funcién

b) Jim m: lim ——=0

X—+o0 X X—+o0 X — X
flx) tiene una asintota horizontal. Por tanto, no tiene asintota oblicua.

3 3 3
0 gim T i A5 iy ) gy i 2SN

P D ¢ xotoe X3 _Qx X—+00 X400 x2-9

0

flx) tiene la asintota oblicua y = 3x.

30. Estudia la continuidad de las funciones que aparecen a continuacion.
a) fix)=x ¢ by fix) —vx—4 c) ) = In(1 — x%)
a) Domf=R — {0} = f(x) es continuaen R — {0}
b) Dom f=[4, +2¢) = f(x) es continua en [4, 4¢).
c) Domf=(—1,1) — f(x) es continua en (-1, 1).

31. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

2% 1
XT3
a) bomf=R—{-3}—f(x) es continuaen R —{-3}.

a) fix) = by fix) — e ! c) fix) = senx’ — 1

b) Domf =R — f(x) es continua en R.

c) bomf=R —f(x) escontinuaen R.

32. Estudia la continuidad de las funciones que aparecen a continuacion.

.
X1 = six =1
a0 =5 DI =1 si1<x<a
5 six=4
a) Domf=R-{2
fim f(x) = —=
s —No existe lim f(x)y f(x) no es continua en x = 2.
lim flx) = +oe x—2

=2t

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota

verticalen x = 2.

b) Domf=R — {0}
lim f(x) = —oe

fim f(x) = 400

x—0t

— No existe fim f(x) y f(x) no es continua en x = 0.
x—=l

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcidn tiene una asintota
vertical en x = 0.

lim f(x) =1

Rl — 3 mflx) =1
lim f(x) =1 ¥

A=t

Como 3 f(1) = lim f(x), la funcién es continuaen x = 1.
x—1

lim flx)=4

K=

fim flx)=5

x—d*

— No existe im f(x) y f(x) no es continua en x = 4.
x—d

| a discontinuidad es inevitable de salto finito.
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33. Estudia la continuidad de las funciones e indica el tipo de discontinuidad que presentan.

X?
X . —— six=1
; e < 2 |
a M)_{X 1 Sl x b) f) — X 13}( 2
2x 3 six=1 six =1
2% —1 g
a) bomf=R

limf(x)=—oc0
X—1
limf(x)=-1

X—1

}H No existe /im f(x) y f(x) no es continua en x = 1.

La discontinuidad es de salto infinito. La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.
b) Domf=R

lim f(x)=+o0
X—T
limf(x)=1

X—1"

]H No existe /im f(x) y f(x) no es continua en x =1.

La discontinuidad es de salto infinito. La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.

SABER HACER
34. calcula los siguientes limites.
& fim Vord +3n — 1
noe 4 2n?
vi? - 6n 11
by lim —————"—
) ames 0T 7
o fim o+ n+7
poe 80 1
3[53 — 3[53 —
a) //'mMeJr¥°O IImMHEI mayor grado de n es 1.
n—oo ,'I+2/')2 —+00 =00 \/1+2n2
2n® +3n-1 i/ 2n* +3n—1
P R S mTE 2
e 1o e 1gon? \//. 142 V242
AR im ——
n N N
[h2 _ Jn? —
b) //’mWHE /imwﬂa mayor grado de n es 3.
e 700 =7 +o0 e 70 —7
e Jn? —6n+1 \/lim n? —6n+1
7 — m—s
ALt Y G L G
nooeo N7 —7 n—eo N7 —7 i m—7 7
n3 nl[]l n3
3, 2 3[ 2
c) /MMH+¥°o //mMHEI mayor grado de n es 1.
e 8n—1 +o0 e 8n—1
2 +n+7 i///m2”2+”+7
3fon2 i 3
i XL 5 ' —g=0
N—o0 8n—1 N—o0 lim 8
n n—o
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35. Calcula estos limites.

: n W fon—1Yy o f T—p2 X"
a) lim (1 + J b) lim ( ) c) lim (7)
£ n—1 ) I\s T2 L
2n
3n 3n
. n : . 2n . 1
a) lim|1 ™ im|1+——| = Ilim|1 =et
) ﬂw[ +n2—1] - Mc[ Jrnz—1] LU
2n
sz 55 (7
n?-3 23 ¢
. (2n—1 - (2n=1)"" 1
b) lim — 1 lim = lim|[1+——= =e>*=0
) n—oo 5+2n] nam[5+2n] n—oo _5+2I7
6
5 30 ) \3n oo %2‘3”
. 1-n . 1-n . -
c) lim — 1™ lim = lim|[1+ ] =e’=1
) M<>[—nz+2] n—oo| —n* 42 Mo[ n*—2
36. Halla el valor de los siguientes limites.
a) Jr;'mx_:;w
x=d x5+ 16
b) lim X9
x==3 2x% + 6X
2
a) lim x2—16 =0
= X2 416
SX-9
—-3" 2 - —_
b) 2X"+ox — lim 5)2(—9 no existe.
5x -9 x=-8 2X° +6X
2177 i
x=-3 2X2 4+ 6X
37. Determina los siguientes limites.
. X+1-1 . NX2+5-3
a) lim— b) lim———
X0 X X2 X —2
2 [ x2 _
a) lim X+1-1.,0 Jim¥X +1 1:/im X =0
X0 X 0 X—0 X xﬂo\/XQ_H_H
Nx*+5-3 0 Ix*+5-3 X+2 2
b) imY~>—~= — = im~———= = m——-—==
X—2 X=2 0 X—2 X—=2 X—2 ,X2+5+3 3

38. Representa la grafica de una funcion que corta a los ejes en el origen, siempre es creciente,
tiene asintotas verticalesen x = —1 y x = 3 y una horizontalen y = 0.
Yi

f(x)= _ﬁ _Jl 1 J’

Respuesta abierta. Por ejemplo:
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39, Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones.

) It —2x°+5x—1 2%+ 3x
a) fix)y— —m> ™ ™ A
) fix) X c) fix) P
) S5x 4 x:—3 5—2x—x°
by fix) = ——— S S
) fx) 1 3 d) fix) T—x
4 2 4 2
a) lim 3xt —2x +5)<—1:_ im 3X" —2x +5X—1:+OO
Xm0 1—x K0 1-x
2 2_
b) lim M:Jroo lim M:,OO
x—too A 43X Xo-0o A 43X
4 4
Q) fim 2X +§x:7 2X +§X:7
X - X X - X
5 2x—x® 5-2x —x3
d) lim ——— =+ 227 ot
X—+00 1— X X——00 1—X

40. Halla las asintotas horizontales y oblicuas de estas funciones.

22X+ 3x

o x=x 3 =1

a) flx - b) fix) = c) fix - d fix) = =
) i) P ) fix) ) fix) 1 ) fix) 7 ox
4
a) limf(x)= lim % = —oo — f(x) no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
2
by fim ) iy =31
X—oo X X—oo —3X 3
. o X*=3 1 , ] . 1
limf(x)= lim +—x =0— f(x) tiene una asintota oblicua en y = ——x.
X—s00 x—oo —3X 3 3

c) //m@://m =
X—oo X X—oo X© — X

2X—x°

3
Jim f(x) = lim 2:2_)(1 + x =0 — f(x) tiene una asintota oblicua eny = —x.
. . 3X -1 ' ; ,
d) Jimf(x)= lim v 0 — f(x) tiene una asintota horizontal en y = 0.

41, Estudia la continuidad de estas funciones, y determina los tipos de discontinuidad que presentan.

¥ -3 six<2 VX Sx=0
af =\ -7 slz<x<3 by foo — X si0<x<2
|2 =
2x—5 si3=x — si2= x
a) bomf=R
lim f(x)=1
e — No existe limf(x) y f(x) no es continua en x = 2.
Jim £(x) = +o0 X2

La discontinuidad es de salto infinito. La funcidn tiene una asintota vertical en x = 2.

lim f(x)=1

X—3"

lim £ (x) =1

x—3*

} —f(x) escontinua en x = 3.
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b) Dom f=[0, +oc)— {4}
//'n(lf(x) — No existe.

. — f(x) noes continua en x =0.
Jim f(x)=0

lim f(x)=6
11— No existe /im f(x) y f(x) no es continua en X = 2.
1 X—2

lim f(x)= -3

X—2"

La discontinuidad es de salto finito.

lim f(x)=—o0
o — No existe limf(x) yf(x) noes continua en x = 4.
//nlf(x) =+o0 x4

La discontinuidad es de salto infinito. La funcion tiene una asintota vertical en x = 4.

42. Halla el valor de k para que estas funciones sean continuas.

_F{_'; six <0

X1 six=0

2x—3 Six <

—E+2x—1 six =1 by £(3)

a) fix) =

a) f(x) es continua en x =1si se verifica que f (1) = im f (x):

lim f(x) = =1
/I'nlf(X):—k-i—'l ——k+1=-1-k=2
f()=—k+1

b) f(x) es continua en x =0 si se verifica que f (0) = fim f(x):

lim £ (x) = 2=X
" 2| 3k
Imf(x)=-1 t->=—=-1-k=1
X—0" -2
f(0)=-1
ACTIVIDADES FINALES
43. Halla el término general de las sucesiones cuyos primeros términos son los siguientes.
1 2 3 1 3 8
a o, E o) 0T
1 1 1 1 3 4 5
DT e s VT w
2
) a0 1 q n_(n—1) —1
n+1 n+1
-1 n+1
b = ( d) a,=
) an 217 ) n n3
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44. con ayuda de la calculadora, halla el limite de esta sucesion definida de forma recurrente.

3a, ,+2
a =1 ay=—"-
1 " da, ,+3
g o]
ay=1 a; = 2 _ 0,70731... as = 2 _ 0,707106...
41 1393
169
a, s =(,71428... a, =——=0,70711...
7 239
[ 1
Los términos de la sucesion se aproximan a: 5 =0,7071...
. - . 3n—1
45. Copia y completa la siguiente tabla siendo a,, = .
6n +5
n 1 10 100 1000 10000
an
iCudl es r{im a,?
n 1 10 100 1000 10000

an 0,1818 0,4462 0,4942 0,4994 0,4999

. 1
lima,=—
2

n—oo

. - . 5n+1
46. Copia y completa la siguiente tabla siendo a,, = T
n 1 10 100 1000 10000
aﬂ
iCudl es r{ifr_r_ a,?
n 1 10 100 1000 10000
On 1 0,4857 0,0501 0,0050 0,0005
n//'m‘an =0
47. Realiza los siguientes limites.
. 3n% -+ 1 30t
a) fim = dy im——
) a2 Bt L 3R 1 2n 1 ) a=w 1 An o n°
11 2n 5 onn? 1)
by fim = e) Iim———-—=
) a=e 20* - 37 1 b 1 ) a=w ot 2n?
At Bt 2n ot A
¢ fim f)y Iin———————
)m, 3n 20" 15 nt > n® 4 3nt 14
) 3n° +1 3t +n-n
a) Iim——m——=+ d) im———=—
) N Ve I ) jm 1—4n—n°
_n? _5p2 n(4n* -1
b) iim 13[7 +22n 5n :_1 e) lim ( . )3 - _
n—0 2% —3N° +6Nn—1 2 n—co 14 N°—2N
, 2 _gp _ (Nt 4P+ 2)?
o Jim =S =1 o T2
nox 3nN—2n*4+5-n noe n° 430 +4
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48. Obtén los resultados de los siguientes limites.

a lim van' +n - 3 d) fim 2+ 377 11
nee 30 == A3 0+ 1)
by i 8n*+3n+2 Y n+vV14+n?
n,',"]‘z';l‘: 4."n3 1 2”-'1 e ,-11{?:1\ an 5
. 5 2n+6n° . n*—3n+2
¢ im— f)y lim———
=t N b = 15
2 _ 2 —
a) fim \Nan® +n-3 _, T im an"+n-3 2
nooe 3041 +00 nooe 3N+ 3
2 2
b) fim 8n° 4+3n+2 _, Fo //'m8n +3n+2:4\/§
n—oo /n3 +2n4 —+00 n—oo /73 +2n4
— 3 _ 3
8 /l.m\/522n+6n _, F™ /I.m\/522n+6n ~0
N NP —N—6 +00 N N*P—n—=6
2 2
d) fim 2n+3n° +1 _, Fo im 2n+3n° +1 _
n—oo ’ (n4+n+1) —+00 n—oo ’ (n4+n+1)
2 2
e) /l.m2n+\/1+n _, Fo /l.m2n+\/1+n 1
1ex 3045 +o0 e 3145
AN =3n+2 400 A’ =3n+2
f) Iim—m—7-=" - — lim ————=0
nex N’ 45 +00 n—x N’ 45

49. Halla los siguientes limites de estas sucesiones.

4 J[f.m(nﬂ—n __5¢# ) d h’m(3n3+4” - 4ﬂ2)
poes\ n+1 e 2n 7n?
_fn*—n 3-—n? _(en*+4n  4n®
b frm( + ) e) im|—————
& J’r'm( 3 | —2n3) f Hm(—?‘n?+& ! 5n3f—n)
nme\n—5 n+3 nwea\ 2—p3 3—nt
2 2 2 2 wr
a) lim n"+n _on o oo im n"+n _on _ an +2n+1:_
S n+1 S n+1 - n+1
2 2 2 2 2
b) lim n —n+3—n RN im| =" 3—-n :/I.m—Zn 2+3n+3:_
n—so| 141 n n—ss| N+1 n n—e  n?4n
2 3 2 3 4 3 2
o lim 3n*  —2n RN im 3n® | —2nt| —2n2+13n +9n°
n—x|\n—-5" n+3 n—x|\n—5 n+3] == n*-2n-15

3 +4n  4n? 3 +4n o an*

d) lim|————-==|=I/im lim=—=+400—0=+
) im 2n 7n3] neee 2N S oo
2 3 2 3
e) lim M_ﬂ — 00— 00 lim M_Ai://mé—ﬂ
n=x| 3N 2n? n=x| 30 | n==3 3
(=7 +4 5n*+n I +4 . 5n+n
f) lim = lim + lim =0+0=0
) nso| 2-n° 3-n") e~ 2-n* e 3t
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50. Determina el valor de estos limites.

a) qu;(n— Yni44n — 1)

by fim (Varn? + n 1+ 31 3n)

M=

c) I:’f@‘(dn Vien' | 2)
a) J'fm(n—«.l'nz +4r?—1)—>ao—ac

h—mx

J’fm(_n—\,l'nz +4n—1): .’me_H:_z

- i lm r 4
b) fim (\/«’-mz PRPIC- [ R——
J’frr]( 40 +n+31 — 3:’1) = (im —5f +n+3l = —c
o n==JAnt +n+3143n
c) _J':'m (4n— N6 + 2 ) — 00—00
J’fm(éln—\,’lénz Y (5 ;'fm_—zzo
e " An4-416n7 42

51. Calcula los siguientes limites.

; n—1 X
) ) n 1
a hm(1 + ) o hm( — )
) nsw\ 20+ 3, ) e\ 2 |1,
_fon =3\ . noy
by lim (—) dy fim (2 - —)
A e A Gy
,I n-1 ,I n-1 i
a) Iim|1+ T lim|1+ =e?
) M[ 2n+3] - M[ 2n+3]
n?41 m+1
b) fim 2”‘3] oo Jim 2”‘3] -
oo 21 + 1 n—oo| 2N +1
2 _qY' 2 _4Y
o lim|Z=1] - im| =1~
n—so| 7?41 n—ss| % 41
n n
d) //m[z_L] S //m[z_L] _e
=0 n+1 n—c0 n+1
52. Halla los siguientes limites.
a)y fim x*+2x* 3 cy fim #
xo X x4 2% 41
by fim —— & fim xe*
e < |["| X EE i ea]
a im (' 4+ 2% =3) =4 ¢ im ;20
Nt = el R o
b) lim =) d) lm xe* =+=
e ]l 0| X
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53. calcula los siguientes limites de polinomios.
a) lim (7 3x 1 1)

b) dim 3x X7  Tx* 3

c) xf{'mm(Zx 3% LX)

d) X!{'m”(ﬂ,xz — X+ =1

e) x!{'@m(ﬂ,xﬁ =3+ 26— — 1)
a) X/i'rpm(xz =3X+1)=+00
b) X/i'rpm(sx X’ =7x"=3)=—o00
c) X/L'rpx(zx =3x°+ x> =)= +o00
d) Jim (4x* =X +3x* —1)=+o0

X——00

e) fim (4x®—3x° +2x* —6x —1) =400

X——00

54. Halla el valor de estos limites con valores absolutos.
a) XH{QJ —x2 4 5x — 1|
b) X;‘{'mm| ¢ 2 x 7|
c) X;’{'mmh X7 5xt|
a) X@Tm‘_xz +5x—1=+00
b) X@prg —2X" + X =7 =+00

c) X’i’lh_xz —5X¢| =+00

55. Calcula los limites y comprueba el resultado con la calculadora.

o 2xT—6x+ 3 B4 3x —1
a)y [lim ——— — cy fim ——
ao X2 — 3+ 5 ol 632 — 3 + X
2 < 4 2 —_
by fim 2O X1 & Gim X2
K AXT 45— 2 ardeo xE—x3 42
) ;
,3) ,l;mw:g

e

Pxt —6xd =1

b) Jm ——————— —=-w
sotm Ax? 4 5x —2
: 5% + 3x—1 5
a Im—=——
xotm Gyt — 3x7 4 x 3
. 4x? —-12
d)  lim b i =

smtem x? ¢34 D
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56. Calcula los limites siguientes.

o oxP B 3
a) fim —————
poom P — x3 L2
) 4
8)] I{m ali X

wo—ee 7 dxt LB

2_
a) /i‘m.%:()
X 2= X% 4 X

XX =4+x
b) lim <741:1
xotoo 7+ A4X 4+ X7 4

- 7+ Tx TN
A XE(E — AXT) — 2x°

1+x— &x* I x°

D T 20 3

(747X +70) g
c) lim =
X—too X (X —4x )—2x 6

_ 4 3
d) lim T+ X 6x2+x -
xoio 3X 42X —3

57. Halla estos limites con ayuda de la calculadora, y comprueba el resultado obtenido.

X+ +7
a) fim —m——
o 20+ X+
— 3

by lim 4+ x—2x

Ko X =3+ 1
2
a) lim X H5x+7 _1

oo 2 X+ 2

L A4 x=2x°
b) Iim —/———=+
) e 2 3

58. Determina el valor de los siguientes limites.

PR Sy — 1
. A 2 1
by iim - a

T A = 3+

[5y2
a) lim 2X°+3 2

xwie 5x—1 5

2_ —
by fim =214

o f3xE—3x 41 3

59. Obtén los resultados de estos limites.

) 3+ bx
a) lim —————
P X+ 2
o i NEREEEN g b) lim
A=y —% X + 2 X— —T

60. Halla el valor de los siguientes limites.

ay fim 26 X
wmrml 26 11 X2
511 3 x?)

X+2

by fim (

ke 2% + 1)
c) lim [ — -
( X—2x  2x—4

Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/

438

by fim

N 2%t 4 5xF — 2%?

3x —1

- X 2x7 - 0x
xm—wm o x? L 2x% x| 3
. X 3x 1+ 21
d im ——
) x=—w Bx? - AXT | 2x
X3 —2x% —10x 1
Xomoo — XS4+ 2X°—X+3 2

_y?
d) fim ); +3)3(+21 _
x=—o0 BX? —AX° 42X

¢ lim -
A= —a 3)(2 £ 2

dy fim —
e

27
o) fim SX =2

——=
N T R

2
d) lim X7—2:0

V2x' 4 5% — 2x°

Pra 3% 1
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. 2x° X3 . 2x* X3 1
oo 2X 41 X241 v 2X +1 0 X241 2
2 2 2 2
b) fim 5X +1+3 X o oo iim 5Xx +1+3 X
e X+2 e X+2
3 2 3 2
o | A fim | X 20T
oo X2—2X 2X—4 oo X2 2% 2X—4
61. Calcula el valor de los siguientes limites.
a) xﬁrfm(x — v+ 4x) o) H@y[\/x" +4—vx—3)
by fim (V3@ +6—x) d m (Va2 2x 11 WX 2x 1 4)

K= o K-l

a) lim (X—N/X2+4X)—>oo—oo

X—+00

lim (x —Jx2+ Ax) = lim

4
X—+00 X‘Hrocx_’_ ,X2+4X

b) lim (\/XeréfX)Hoofoo

—+00

lim (V3756 - x)= lim 5

X—+00 X—+00 XZ +6+X:
c) lim (\/X2+47\/X273)Hoofoo
X—+00

) T oA\ 7 _
xliq]m( X=X _3)_xlir+nm ,X2+4+“,X2—3_0

d) fim («/x2 —2X+1—x? —2X+4)Hoofoo

. . -3
lim (Nx? —2x +1-x? —2x +4) = lim -
X~+w( ) e X2 ox + 14 X2 —2x + 4

62. Halla los siguientes limites.

o x 1) ) (‘x | 2')‘*"‘?

X
. 1
a) lim =
X—+o0( 3X 42

3x—-2 3x—2
b) fim [X_“] L im [X—”] et

X—+00 X

63. calcula estos limites.

ay Iim (&) :
pmre| 8x3 L X By 1

o Ca—ix
(3x2—2X+ 1) =3
8

by fim

How | oo

X — X%+ 3x )

¢ fim (X— ~
X+

Kor oo
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) 2x% —3x X 1
x=to0| 8XT 4+ X7 —3X +1 16
. 3x2=2x+1
_ x?-3
b) fim |2 =2X+1 = too
X—+00 X — 8
3 2 2x
o) fim [x- X=X _ 1
X=00 X241 e

64. Determina los limites, calculando previamente sus limites laterales.

X =3+ 2 o 4—2x
a) lim—— dy lim —
)x>2 2% 5 }»'\"1)(‘—2)(
b) fim(1 + 2x)* e h’mln(x+ 1)
e £02 3
. X 2x 13 . 5
c) imaf ————— f) lim
)x—~0 ¥ 11 ) x=—3 44 | x
B A d jm 2= )
=2 Fx -5 sl gk
; X+ 1
b) lim(1+ 2x)* = 343 e) fw1|n[ 3 ]=0
¥ x—2
o G | E TS B f) fim ——=5
x—0 X+] K—=-3 4+X

2
65. con ayuda de la calculadora, completa la tabla y comprueba que si f(x) = Xx_

3 r
entonces {{g} f(x) =—0,5.

X 0 0.9 059 0ses 1001 (101 14

)

X 0 0,9 099 0,999 1,001 1,01 11
fix) 0 —-038 | —048 | —049 [ —0501 | =051 —063

66. Determina los limites indicados para esta funcion.

X—1 six=1
f{)‘)_{,v«'2+1 si x> 1
a) 3@3 f(x) b) xm?_ fx)
a) X//nzf(x)://'nl(x—hzo b) X//nlf(x):X//nl(XZM):Z
—Xx2 si x<0
67. Dada la funcién f(x) = v'x si 0 < x < 4, calcula.
3 six>4
a) Jim 0 b) i ) o) fim ) d) fim f()
4 o . L B
a) fim f(x)= lim-x*=0 c) limf(x)= limx =2
b) Jim f(x)= lim X =0 d) fim f(x)= lim 3=3
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68. Observa la grafica de la funcién y halla los siguientes limites.
Y4
L 2 - T /k\

N

AN

P=—1

/ ] B BE
"
a) lim_f00) b) fim_f00 o) lim d) im £
a) lim f(x)=1 c) limf(x)=5
b) iim f(x)=-3 d) im f(x)=5

69. Teniendo en cuenta la grafica de la funcion, calcula estos limites.

Y&
i1
T~
A T - Ll I
a lim ft) by Jim fix) ) fim fix) ) fim fix)
a) lim f(x)=1 c) Jim f(x)=0
) 1 )
b) I ()= =3 d) Jm f(x)=-+o0
70. Halla los siguientes limites.
a) lim cos x c) lim senx
A=z X—éi
2
b) fim tg x d) /im S,
e < X=w sen x
a) fimcos x = —1
b) lim rgx—>l m tg x =+ lim tg x = —o=
c)  fim sen x =—1
i
d) Jim cos X 5 _i im cos X e im o5 X = vou
T Sen X 0 $=m 58N X A=T 58N X
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71. Dada la funcién f(x) definida a trozos encuentra los limites.

2x +1 si x <—2
9 -
fix) = si—2=x<3
(x) X —1
X*+6x—32 six=3
a) JMim (0 c) fim fx) e) Jim fi0 8 Jim fx)
b) fim f(x) d) lim fix) f) lim fix) h) lim f(x)
X oo X =2 X—3 X—3
a) lim f(x)=-o0 c) fim f(x)=-3 e) limf(x)=-3 g) fim f(x)=-5
b) fim f(X)=+o0 d) //'n;f(x):—3 f) //n;f(x):% h) limf(x)— No existe.
72. Resuelve los siguientes limites.
Z
a) fim— 1t ) fim X2
o0 x4 4 2y o2 X2 4+ 2x
by fim —— & lim —2—2
K00 x4+ 2x X2 x4 2X 4
€ 2
o fim 2= f) fim 212
o0 x2—1 X0z x4+ 2x
a) im 32x+1 2 7 32x+1 e . 32x+1 _
x=0x242x 0 X0 X2 42X x=0" X2 42X
b) lim— 0 lim— =i 1
=0x?42x 0 x=0X2 42X 0X(X+2) 2
o lmZX -
x=0 X2 1
2 2 _
d) jim =% 0 im 2= gy (22 52)
x=2x°42x 0 xo2x? 4 2% xe2 X(X+2)
e) lim 2)(;4:
x=2 X% 42X 41
X2 4 i X2 il . X2 4
f) /mzJr —>§ 72+ = +o00 2+ S
=2x?42x 0 =2 X2 42X x==2" X% 42X
73. Resuelve los siguientes limites.
z 3__ 2 4
a) f.‘lm,\x—‘l d) /im X. QX,\+ Ciaa
K XEE X =2 xos X3 — 5%+ 2% — 10
by fim—2—2 &) lim—2— 2
K03 i —6x+ 9 xon 2x% — P4 3x
12X —x—4 . X —3x+2
c) fim — - fy lim——————
o X T+ 14X+ 8 X=X =X+ 2
2 2 _
a) fim 2x -1 0 im 2)( -1 (xX=1x+1) _2
=124 x-2 0 xP4x—2 1 (x="N)(x+2) 3
b) m— =20 im —— — oo Jim —— — 4o
=3x2_6x+9 0 ¥=3 X —3 x=3 X —3
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o fim P12 x40 3X° +120° —Xx—4 _ (B -1)x+4) a7
= x® +7x2+14x+8 0 ona X3 47X 414X +8 o (X+ (X +2)(X+4) 6
d) iim X —9x*+15x+25 0 imX —9x2+15x+25_ (X+1)(x—5)2_0
=5 x*5x?+2x-10 0 5 X3 —5x" +2x =10 *5 (x? +2)(x —5)
3 2 3 2 2 _
e) im 5x —23X 0 fim X —23)( _ x?(5x —3) —0
x=02x°—x*4+3x 0 =0 2x° — X2 43X =0 X(2x° - X +3)
2 Z _ _
Rt Lo B X2 (K-
=1 x5 -2x*—x+2 0 X _2XP =X +2 T (X =N (Xx=2)(x+1) 2
74. Calcula estos limites.
- Ax+2-v2 Vx2+5—3
) lim ——— d) hm—
50 X x<—4
by fim 3 1 ) Ime
¥—d 16 =iox—2
CNX 11 X —3—4
c) lim f) fm"—
. X T4 2x 11T 3
a) l/m“XJr —2 20 l/‘m“X+2_\/—_l/m ! \/5
X0 0 X0 X X0 \/X+2 +\/—
b) im¥X =310 im¥X =31 jm ! -1
x—4 x%_16 0 s x? 16 Ht(x+4)(1/x73+1) 16
o) fim¥X*F1=1_0 XNy 1 1
X—0 X 0 X—0 X X—0 lx_;'_ +1
\/X + 3 0 \/X +5-3 'l 1
d) im~———> = = lim —_
x=2 0 Mma 22 15+3 6
e) im-2=1 1 im 2= im -2 =1, No existe
=12x—2 0 =1 2x =2 =1 \[2x =2 ’
_ X*-3x—-4 0 X’ —3x—4 (x+N(¥2x+1+3)
f) IimY——=—= — lim _
=t 2x+1-3 0 X4 2x 413 x4 2
75. Calcula el limite que aparece a continuacion.
lim vX+3—2x
=1 WX —1
im \/x+ -2x 0
N 0
VX H3-2x (WX )(x43-4x) L x+3-4x L x4t 1 (X=)(-4x-3) 7
=1 Ix =1 x=1 (X—’I)(~/X+3+2X) =1 X =1 1 IX +342x 2 % X—1 2
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76. Calcula el siguiente limite.

_Yx-32
lim
x—=2 X—2
3 3
imX =320
x=2 X =2 0
3 3 3[,2  3[~2 3
S e PR Uit X=2 _2

X2 X =2 XHZ(X—Z)(Q/;—N/E) T x — 2)(\/—+\/—) 8

77. calcula el valor de los siguientes limites.

a) h’miﬁ va ¢ lim bt 2% (et 2)
K=o — K= X —0C
2 —_ —
o fim Vx+b—vb g ff'fﬂ_X.+(d Hx — 4d
x X i d X Hd—1Nx—d
a)~ Sia#0:
im¥X a0 L RS G ) N
2 x—a 0 o2 x—a o xea(x— a)(J—+J—) 2a
= Sia=0
//mﬂﬁg //rnﬂzl/m—zl/mi—>l
X=0 X 0 x=0 X XAOX\/— x—=0./x
fim ﬂ = //'mL = 400 fim ﬂ — No existe.
x=0t X x=0[x x—0" X
b)= Sib#0:
im0 S0 (5D

= Sib=0:

fim ﬂ = +oo0 — ES el mismo limite del apartado anterior.

x—0"
c) Sicayc#0:

im (x* +2x)—(c’ +2a) = 2(c—a) i (x* +2x)—(c® +2a) .

X—C X—C 0 X=c X—C

* Sicxayc=0:

3 3
e R 22
X—0 X 0 X—0 X
* Sic=ayc#0:
ﬁm(x3+2x)—(c3+2c)_)9 /I,m(x3+2x)—(c3+2c)://_m(x—c)(xz+cx+(2+c2)):3cz+2
xc X—cC 0 xc X—c xec X—c
* Sic=ayc=0:
X2 0 X2 e 42— 2
Xx—0 X 0 X—0 X X—0
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d)* Sid=#0:
2 2
im X +(d—4)x—4d_}9 im X +(d—4)x—4d _ im (x+d)(x-4) d+4
== x4 (d-NWx-d 0 i==d P4 (d=TNx—d —d(x+d)(x-1) d+1
= Sid=0:
2 2 — _
im X =40 X=X XX, (X8
x=0 x2—x 0 x=0 X7 —x  x=0x(x—=1) x=0(x=1)

78. Halla estos limites.

2
, . ¥sectx 1
a) imvcosx — 3senx c) lim———
M=

=0 580 X - Sen X

sentx - tg%x + sen‘x

by fim tg*% x - cos®x d) lim ~
S %00 tgix
a) Q’m«/cos X —3sen x — No existe.
b) limtg®x-cos*x — c0-0
. _sen*x )
lim tg° x - cos*x = lim——~-cos’x = lim sen’x =1
P x—-ZCOS"X X=X
2 2 2
vsec’x -1 0
c) Iim———— =
x-0sec x-senx 0O
T Vi1-cos’x.
Nsecix —1 4 7y 4 X . A1-cos’x . senx
m — fim YCOSX_ _ fjm €05 = lim = lim =1
osecx-senx =0 1 oo a0 SEnX x=0  sen x x=0 56N X
oS X oS X
_sen*x-tg?x+sen*x 0
d) /im > — =
Xx=0 tg? x 0
n* x n' x 2x.sen* x
sen’ X tg” x +sen’ x sen” x-S X sen x SEM X4 COS X 5€
lim . =lim CoS°X = lim Cos X = limsen® x +cos*x =1
X0 tg® x x=0 sen® x X0 sen® x X=0
COS°X coS°X

79. Encuentra el limite de la funcién cuando x tiende a 0 y cuando x tiende a 3.

x4
) =———
X —3x?
Especifica el valor de los limites laterales, si resulta necesario.
- 0 4 2
.f."mxi‘ - — fim —> — = lim . — =0
%0 X3 i ﬁx2 0 x—0 X3 — Ix* ¥=0 x — 3
: x° 81
m—— —
el RS-t 0
J[.l’m X71 = —00 4
w3 X7 — Iyt _ i i X
— No existe fim —

. Xt
fim — Q5 =+®
x—=30 X7 — 3x°

=3 x3 —3x2
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80. Observa las tablas de valores de la funcion.

4x% — 5x
fx) = ————
w 2x2+ 7
X 1 10 100 1000 10000
fx) —o,1 1,69 1,974 1,9975  1,99975
X —1 —10 —100 —1000 —10000
f(x) 1 2,17 2,024 2,0025  2,00025

.Es cierto que y = 2 es una asintota? Cuando x — -+, ;estd la funcién por encima o por debajo
de la asintota? ;Qué sucede cuando x — —?

5i, es cierto que y = 2 es una asintota horizontal.

Cuando x tiende a +¢, la funcion esta por debajo de la asintota.

Cuando x tiende a —oe, la funcidn estd por encima de la asintota.

81. Realiza una tabla como la de la actividad anterior y decide si y = —3 es una asintota horizontal

de la funcion f(x) = % ¢La funcién esta por encima o por debajo de la asintota?
X 1 10 100 1000 10000
flx) -0,5 —2,5455 —2,9505 —2,9950 —2,9995
X -2 -10 -100 —-1000 —-10000
flx) —2,6666 —3,5556 —3,0505 —3,0050 —3,0005

Si, es cierto que y =—3 es una asintota horizontal.
Cuando x tiende a +o, la funcién estd por encima de la asintota.

Cuando x tiende a —o, la funcién estd por debajo de la asintota.

82. Observa las tablas de valores de la funcion.

3x +1
f —
W =3
X 2 @5 | 29 || 299 | 23 | 29wg
O 7 17 | =97 =997 9997 99907
X 30001 3,001 3,01 3,1 35
f(x) 100003 10003 1003 103 23

¢(Es cierto que x = 3 es una asintota vertical? Cuando x — 3-, ;la rama infinita de la funcién tiende
a +c0 0a —oo? ;Qué sucede cuando x — 3+?

Si, es cierto que x = 3 es una asintota vertical.

Cuando x tiende a 3 por la izquierda, la rama infinita de la funcion tiende a —ce.

Cuando x tiende a 3 por la derecha, la rama infinita de la funcion tiende a 4-c2,
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23. Realiza una tabla como la de la actividad anterior y decide si x = —2 es una asintota vertical

2
de la funcion f(x) = % ;La rama infinita de la funcion tiende a + oo 0 a —c0?
X -1 -1,5 -1,9 -1,99 -1,999 —1,9999
fix) 4 13,5 93,1 993,01 9993,001 99993,0001
X —2,0001 -2,001 -2,01 -2,1 -2,5
f(x) —100007 —-10007,001 -1007,01 -107,1 -27,5

Si, es cierto que x = —1 es una asintota vertical.
Cuando x tiende a —2 por la izquierda, la rama infinita de la funcién tiende a —co.

Cuando x tiende a —2 por la derecha, la rama infinita de la funcidn tiende a +oo.

84. Observa la tabla de valores de la funcion.

ax? + 6x
flx) =———
0 2Xx—3
X 10 100 1000 10000
f(x) 27,06 206,09 2006,009  20006,0009

Esta es la tabla de valores de larectay = 2x + 6.
X 10 100 1000 10000
y 26 206 2006 20006

¢Es cierto que la recta es una asintota de f(x)? ;Qué posicion tiene la funcién con respecto
a la recta cuando x tiende a +=? Investiga la posicion relativa de ambas cuando x tiende a —co.

Si, es cierto gue y = 2x + 3 es una asintota oblicua.

Cuando x tiende a 4-s0, la funcion esta por encima de la asintota.
Six=-=1000, f(x) — 2x — 3 > 0,y cuando x tiende a —se la funcion esta
por encima de la asintota.

85. Realiza una tabla como la de la actividad anterior y decide si y = 4x + 2 es una asintota oblicua

2
de la funcion f(x) = % ¢La funcién esta por encima o por debajo de la asintota?

X 10 100 1000 10000
£(x) 42,2632 402,0251 4002,0025 | 40002,0003

Esta es la tabla de valores de la recta y = 4x + 2.

X 10 100 1000 10000
y 42 402 4002 40002

Si, es cierto que y = 4x + 2 es una asintota oblicua.
Cuando x tiende a +oo, la funcidn esta por encima de la asintota.

Six=-1000 — f(x)—4x—-2<0,y cuando x tiende a —oo la funcidn esta por debajo de la asintota.
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86. Halla las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones.

X —Xx+5 X+ 1
S —— f —

— 0 ) = —— &) f) = ——

2 3 — 1 _2

o d)f(X}—X2_3 f) fm_xz—w

a) bomf=R—{-3}

a) flx) = X

b) fix) =

lim f(x)=+o0
x=s — La funcion tiene una asintota vertical en x = —3.
lim f(x)=-o0

X—-3"

limf(x)= lim X f(x) tiene una asintota horizontal en y =1.

X—00 x—oo X 4+ 3
b) bomf=R-{-11}

lim f(x)=+o0
xet — La funcion tiene una asintota vertical en x = —1.
lim f(x)=—o0

X——1"

limf(x)=—o0
o — La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.
fim f(x) = +o0

lim f(x)= lim =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 0.

X—00 X—00 X2 -1 -

c) Dom f= R — f(x) no tiene asintotas verticales.

lim f (x)= lim — 52 =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 0.

X—00 X—oo 4L — X

d) Dom f =R —{—3,+3}

lim_f(x)=—o0
X——3~

lim f(x)=-+oo
X——3"

—sLa funcién tiene una asintota vertical en x = —/3.

lim f(x) =—oc

Xfﬁf — La funcion tiene una asintota vertical en x = /3.

lim f(x)=4o00

x—3"

Jim f(x)= lim )3()2( _31 =0— f(x) tiene una asintota horizontal eny = 0.

e

—

bomf=R—{-22}

lim f(x)=—o0

K2 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —2.
fim f(X)=+o0

X——2%

Jim £ (x) = —o0

X—=2"

) — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.
lim f(X) = +o0
X—2"

fim £(x) = fim 2

X—00 X—oo X — 4

=0— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 0.

f) Dom f= R — f(x) no tiene asintotas verticales.

2x?
2

lim f(x)=lim

X—00 X—oo X

= 2 —f(x) tiene una asintota horizontal en y = 2.
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27. Determina las asintotas oblicuas de las siguientes funciones.

X Bx 5 3¢
a) f) = ———— c f=—5——
) 700 X+2 Rl 2x* 1 8
2% =4 X =63
b) flx) = ———— d) fx) = 50—
) 1% x—=1 ) 10 X+ x—=1
. f(x G
S
a) ) — f(x) tiene una asintota oblicuaeny = x + 3.
[ X2 4+5x o 3x
im | ————-x|= lim ——=3
X—too| X 42 X—too X 4 2
2 —
im L0 224
xodoo X X X2 — X . ) .
b) , — f(x) tiene una asintota oblicua en y = 2x + 2.
- [2x° -4 L 2X—4
lim —2x|= lim =2
X—=too| X —1 X—=to0 X —1
f . —3x°
lim ﬂ: lim E)Bi:_g
Xodoo X Xode X0 48X 2 . ; . 3
c) . — f(x) tiene una asintota oblicuaeny = —=x.
5-3x" 3 12X -5 2
——+=X|= =
Xodoo| 2X° 48 2 Xotoo 2X° 48
2 3
jim Ty X6
T I D e . ) .
d) ) . ) — f(x) tiene una asintota oblicua eny = —6x +7.
[ x2=6x L TXP—6X
lm | ——+6x|= lIMm ———=
xoboo X2 4 X =1 xotoe X2 X =1

88. Determina las asintotas de las siguientes funciones.

2% =1 X+ 1
a) fix) = ———— flx) = —
) X2 —5x+6 € 1 X2 — 2x
X2+ 8 X —5x+ 4
b) fix) = — — fx) =
) 10 X+ 2x—11x— 12 d 70 X?—3x7—13x + 15
a) bomf=R—-{2,3}
lim f (x) = +o0
=2 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.
lim f(x)=—o0
x—2"
lim f(x)=—o0
=3 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.
lim f(x) =40
x—3"
. . 2X —1 . , )
lim f(x) = lim ——————=0— f(x) tiene una asintota horizontal eny = 0.
x=o0 x=00 X2 _5X + 6

b) bomf=R—-{-4,-13}

lim f(x)=—o0
Xt — La funcion tiene una asintota vertical en x = —4.
fim_ f(x)= +o0

Im ()= e

] — La funcion tiene una asintota vertical en x = —1.

xﬁrz* f(X) =T
le[);f(x) =—00

] — La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.
fim f(X) = +o0
x—3"

2
lim £(x) = lim X +8

5 > =0— f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.
Xoo oo X3 4 2X% = 11X =12
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c) bomf=R-{0,2}
lim f(x)=+o00
X—0"

] — La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.
fim f(x) = —o0
X

lim f(x)=—o0
o — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.
lim f(X) = +o0
) x4 ) ; .
limf(x)= lim = = oo — f(x) no tiene asintotas horizontales.
X—00 X—oo X5 DX
3
im T gy 221
X—too X X—t00 X° —2X X . .
s ) — f(x) tiene una asintota oblicuaeny = x +2.
. X741 L 2XT 4+
lim | = —-X|= lim = =2
xosoe| X2 — 2X xooe X2 — 2X
2 X="1(x—-4
d) ()= X’ =5x+4  (x=T)(x-4)

C X -3x2-13x+15 (X =1)(X=5)(x +3)

bomf=R-{-3,1,5}
i 1(6) = o

: — La funcion tiene una asintota vertical en x = —3.
lim_ f(X)=+4o00
X——

lim f(x)=+oo
o — La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.
lim  (x) = +o0
X—
lim f(x)=—o0
x5 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 5.
fim f(x) =400
Xx—5"
) ) X2 —5x+4 . ] .
lim f(x)= lim — > =0 — f(x) tiene una asintota horizontal en y =0.
X=00 x—oo X% —3X° —13X +15

29. Halla las asintotas de las siguientes funciones.

a) fix) — X ) ) — N2X—3
X 3 X 2
X+ 3 X' 41

A D1 ==73

a) bom f = (—oo, 0JU(3, 4+ 00)

lim f (x) — No existe.

X—=3"

lim f(x) =400

x—3"

] — La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.

X—00 X—00

lim f(x)= lim /% =1— f(x) tiene una asintota horizontal en y =1.
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b) Dom f = (—o0, —3)U(3, + =)

| 0 xe3 (X3 -9)
lim f(x)—— lim = lim =0
X—-3 0 xﬂf3\/X2_9 X—-3 (X+3)(X—3)

lim f(x) — No existe.
3 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 3.
lim f(x) =400

Xx—3"

im £(x)= fim 223

X—+00 X—+00 /XZ _9

im £(x)= fim 223

X——00 X——00 m

c) Domf:[%,z]u(2,+oo)

=1— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 1.

=—1—f(x) tiene una asintota horizontalen y = —1.

lim f(x)=—o0

=2 — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.
lim f(X) = +o00

X—

im f(x)= flim Y2X=3

X—+00 X—doo X —

=0— f(x) tiene una asintota horizontal en y = 0.

d) bomf=R-{-3}

lim f(x)=—o0
ol — La funcién tiene una asintota vertical en x = 3.
fim_ f(x)= +o0
. AXT T . ; .
Jim f(x)= lim i3 -7 f(x) no tiene asintotas horizontales.
. f(x X
lim X = lim 2)(—1 =1
T X f(x) tiene una asintota oblicuaeny = x — 3
Xt +1 Xt +1-x* —3x T
m | _x|= =-3
x| X +3 Koo X+3

90. Halla las asintotas de estas funciones y la posicion de las ramas infinitas.

) X —6bx*+12x—8 P67 1 12x 8
a) fix) = d) fix) = -
X+ 3 X A
) X —bx*+12x—8 P67 1 12x 8
b) fix) = ~ e) fix) — 3
)10 X+x—6 ) 10 (x 2
X —6x*+12x—8 ' X —bx*+12x—8
c f - 'F f - B
¥ i) - ) flx) o

a) Domf=R —{-3}
x}—6x*4+12x—8 —125
H

lim
x=-3 x+3 0
i X =6 +12x—8 | Lafuncién tiene una asintota vertical
PR X+ 3 en x = —3. Por la izquierda la rama
X —ext4+12x—8 infinita de la funcion tiende a +oe,
i’f’j X+ 3 S y por la derecha tiende a —oe.
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X —b6x?4+12x—8 i : ; ;
firm = 4o = La funcidn no tiene asintota horizontal.
K== x4+ 3

flx P —6x? -
fim L = fim X 6)_< T
—+= oy X— +oo Xz + 3X
oblicua.

= 4+ — La funcion no tiene asintota

Domf=R - {-=3, 2}
P —6x2 4 12x—8 —-125
_)

lim .
sl X+ %—6 0
. X —6x* +12¢ -8
lirm . = —00
*==3 X+ x—06 i e
. 5 — La funcion tiene una asintota vertical
. oxT—6x 4+ 12x—8
lim : =+®
x=—3F ¥ +x—6

en x = —3. Por la izguierda la rama infinita de la funcion tiende a —oz,
y por la derecha tiende a +-cc.

¥} —6x2+12x—8 0
= —

lim - —

*=2 X 4+x—6 0

X —6xP 4+ 12x—8 C (x=2)(x? —4Ax 4+ 4)

lim - = lim =
#=2 X +x—6 =l (x—2)(x+3)

— La funcion no tiene asintota vertical en x = 2.

x} —6x*4+12x—8

fim ? = 4o = La funcidn no tiene asintota horizontal.
A=HE X+ x—6
. X . X —6x*4+12x—8
lim — = lm : - =1
K= w oy Xt Xj + X* — 6x
¥ 2 7 —T7x2 o
lim « e L x|= lim M =—7
K—r + X‘z -+ x — 6 X— 4 X5+ x— &)

— La funcién tiene una asintota oblicua:y = x — 7.

X' —6x? +12x —8 0

firm — —
x—32 ¥x—2 0
5 1 . .
X —6x 4+ 12x —8 o (x =20 x —4dx+ 4
lirm + = lim ' I +4) =0—
=2 ¥ —2 x=2 x=12
— La funcidn no tiene asintota vertical en x = 2.
X —6xT 4+ 12x—8 B , . )
fim 5 =+ — La funcién no tiene asintota horizontal.
A= 4 ¥ —
- f(x) . X —6x?+12x—8 - _ g :
fim = {im - = += — La funcion no tiene asintota oblicua.
K= +% Kb X ?X

Domf=R—-1{-22}
¥ —6xt 4+ 12x —8 —64
_)

li -
442 x° =4 0

. ox P —6x* 4+ 12x—8

’I'lm.. 2 B
o 2 Xz _%[ =
im X = 6)() +12x —8 — ize
——2t Xt —4

— La funcion tiene una asintota vertical en x = —2.
Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —ee, y por la derecha tiende a +-22.
¥ —6x’+12x—8 0

lim - =

x=2 x°—4 0

i o 6x.' + 12x —8 s (x—2)(x* — 4x+4) s
#=2 xt—4 wl (x—=2)(x+2)

— La funcién no tiene asintota vertical en x = 2.
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X2 —6x*4+12x—8 i ) ; .
firm = = 4+ — La funcidn no tiene asintota horizontal.
it xt =4

x> —6x* 4+ 12x—8

f
lim ) = fim =1

K= +m ¥ K=+ X‘ — Ay
2 2 2 2
| %P —6xt 41258 . —6x" +16x —8
lim = —x|=Iim ————=-6
X+ - 4 N— 4o X:—4

— La funcién tiene una asintota oblicua: y = x — 6.

f
fim ) = [im = ]

X —6x*4+12x—8

x+m ¥ x— 4w X7 — 4x :
. " ) 4 — La funcién tiene una asintota oblicua: y = x — 6.
: X —6x" +12x—8 . =6 4+ 16x—8
lim - —x|=Iim ———=-6
X— 4o X — 4 ¥— +E X°—4
e) Domf=R —{2}
X —bBx?4+12x—8 0
lim - - —
2 (x —2)? 0
P 6x? 4+ 12x—8 2 -2)}
lim : —E - - = lim x )_) = 0 — La funcion no tiene asintota
x—=2 (X_z)‘ x—2 (X_2)-
vertical enx = 2.
: ¥ 8 3 12% -8
fim = (X +2)_' al = 4o = La funcion no tiene asintota horizontal.
X—» 400 o =
o flx) X —6x24+12x—8
im — = [m - - =1
L | Aotm o S — Ayt 4 4y >
B ) B — La funcion
) X —6x" 4+ 12x—8 =T 4 8x—8
lim - —Xx|= lm ————=-2
K= o Xt —4dx + 4 potm et A 4+ 4

tiene una asintota oblicua: y =x — 2.

f(x) — x+ 2 =0 — La expresion de la funcién coincide con la ecuacion
de la asintota salvoen x = 7.

f) Dom =R — Lafuncidn no tiene asintota vertical.
X —6x*+12x—8

lim - = 4+ — La funcion no tiene asintota horizontal.
K= 4 X° + 4
. f(x) X —6x*4+12x—8
lim —~=lim - =]
=4 X K= ¥+ 4x
S _6x? 4 12x—8 6x +8x—8 -
: 2 _ —bHx- i
fim a X, Tk -x|=lm ———=-6
= 4= x° 4+ 4 ¥— 4o X< +4

— La funcién tiene una asintota oblicua:y = x — 6.

Six=1000,f(x) —x+ 6 >0,y cuando x tiende a +oc la funcidn estd
por encima de la asintota.

Six=—1000, f(x) — x + 6 < 0,y cuando x tiende a — la funcién
esta por debajo de la asintota.

91. calcula las ramas infinitas y asintotas de las funciones.

a) fx)=x" 1 bx 1 c) fix) = log x
b) fix) = 2x —1 d) fix) — tgx
a) Dom f=R — La funcién no tiene asintota vertical.
lim (x* 4+ 5x —1) = +o0 — La funcién no tiene asintota horizontal.

: X) X 5x =1 » ; ) i
im — = [im ——————— = 40 = La funcion no tiene asintota oblicua.

Artm oy A= 4o s

im f(xX)=+oc0
b) La grafica de la funcidon es una recta, asi que no tiene asintotas. Ramas parabdlicas: X/;%’“ £
=—00

X——o00
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c) Domf= (0, +o0)
lim logx = —o0 — La funcién tiene una asintota vertical en x = 0.
w07

La rama infinita de la funcion tiende a —oo.

lim log x = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.

X—=+e

() _ log x = . . ;

im —— = [fim = 0 — La funcion no tiene asintota oblicua.
K=+ X X+ X

d) Domf= R—|%+k1‘r,k EZ]

lim tg x = i
ot 0

lim tg x = +oo

K

2
lim tgx =—w

w
X—r—
2

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a ++e¢, y por la derecha, a —ze.

| =

— La funcion tiene una asintota vertical en x =

L]

Al ser una funcion periddica, de periodo w, todos los puntos
que no pertenecen al dominio son asintotas del mismo tipo.
Por tanto, la funcion no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

92. Encuentra las asintotas de las siguientes funciones.

i 2x 3 X
a) fix) = Q b) flx) = ——
X |x 1]
3-2x Six < 3
a) f) =223 x 2
2X -3 . 3
six>2
X 2
lim £(x) = lim =2~
o oo X — La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.
. . 3=-2X
lim f(x)= lim =+00
x—0" Xx—0" X

lim £(x)= flim 3=2%

X——00 X——00

=—2— f(x) tiene una asintota horizontal en y = —2.

im f(x)= fim =3

X—+00 X—+00 X

=2 — f(x) tiene una asintota horizontal en y = 2.

_ X :U Six <1
x=1 % Six>1

b) ()

) X
//nlf(x) = //nl—: +00
X =T I-X — La funcion tiene una asintota vertical en x =1.

. . X
M) = Jim == +oe
im f(x)=lim % =—1— f(x) tiene una asintota horizontalen y = —1.
lim f(x)=lim SES . f(x) tiene una asintota horizontal eny = 1.
X—+00 X~»+oo)(_'|
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93. Estudia la continuidad de la siguiente funcién en los puntos x = 2, x =0y x = —2.

¥

T —|

¥

[

=z — La funcién no es continua en x = 2.

limf(x)=4
5

lim f(x)=

x—2"

Se trata de un punto de discontinuidad de salto finito.

limf(x)=0

x=0 — La funcion es continua en x = 0.

lim f(x)=0

lim f(x)=-5

X2 — La funcién no es continua en x = —2.
lim f(x)=—4

Se trata de un punto de discontinuidad de salto finito.

94, Determina los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones e indica
de qué tipo son.

a)

b)

Y c) Y
I/

'|-- /) 1

—— N
ZE X _ | T~ x
Z]
A |

¥ v d) y

1

N i e

P

I

a) La funcién esta definida de la forma:
f(x):x+%n vxenn+1),vneZ

Cada x €Z se trata de un punto de discontinuidad de salto finito.
b) Los puntos de discontinuidad son x =0y x = 3, ambos puntos tienen una discontinuidad de salto finito.
c) El dnico punto de discontinuidad es x = 2, tiene una discontinuidad de salto infinito.

d) Los puntos de discontinuidad son x =1y x = 2, ambos puntos tienen una discontinuidad evitable.
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95. Determina si las siguientes funciones son continuas en el punto que se indica.

a fx) =1 xenx = 1 c) fx) = ¥x—2enx—=1
1 2x
— e - — d) fix) = ———enx = -2
b) f(x) X Henx = - ) fx) P p—
lim f(x)=0] f(-1)=0 _
) - — f(x) es continua en x = —1.
Jim f(x)=0 Jim f(x)=0
lim £(x) = f[l]:§
x—1 4 2) 4 , 1
b) 5[ 5 — f(x) es continua enx=z.
‘ =21 Imf(x)==>
X/@f( ) 1 X/TE (x) 2

c) fix) no esta definida en x=1 — f(x) no es continua en x= 1.

d) f(x) no estd definida en x =—2— f(x) no es continua en x = 2.

96. completa la tabla en tu cuaderno para esta funcion.

2 s
ﬂx)=x 2x —3
X—3

X 25 29 2999 3001 301 31 35
flx)
Comprueba que su limite, cuando x tiende a 3, es:
limf(x) = 4
X—3
¢Cuanto vale f(3)? Haz una representacion de la funcion. ;Qué diferencia hay entre las gréaficas
def(x)ydey = x + 1?

X 25 2,9 | 2999 | 3,001 | 301 31 3,5

f(x) 3,5 39 3,999 | 4,001 401 41 45
2 J— J— J—
jmX =X =3 _ iy X=X =g
X—3 X — 3 X—3 X — 3 X—3

No existe f(3).

La gréfica de f(x) coincide con la gréficadelarectay =x+ 1,
salvo en el punto x = 3.
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97. Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.

X+2 XK=
alf T — c) f — —
) 10 X+ 3+5 ) X—9
) X—3 ) 2x*+5x—3
b) f{x) = ——— d) fix) = —
) 10 x—x—20 ) 100 X' —Ax?+ 3
a) bomf=R

La funcidn es continua en todo R .

b) bomf=R-{-4,5}

lim f(x)=—o0
o —No existe /im f(x).
im f(x)=+o0 Xt

x=—4 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

lim f(x)=—o0
s — No existe fim f(x).
Jim f(x) = +o0 x=5

x =15 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

c) bomf=R-{-3,3}
lim f(x)=+o0
s — No existe fim f(x).
//rp?f(x): —00 x==3

x=-3 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

lim f(x)=—o0
x=3 —No existe limf(x).
Jim f(X)=+o00 x=3

x =3 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

d) Domf:R—{—\/§,—1,1,x/§}

lim f(x)=—o0
xo 3 —No existe lim_f(x).
//n}j(x) = +00 K3
X——3

x= —/3 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

lim f(x)= 400
Xt —No existe [im f(x).
x/i@* f(X) == =

x=-1 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

limf(x)=+o0
X — No existe fim f(x).
X//nlf(x) =—00 x=1

x=1 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

/irJn_ff(x):—oo
X—+3 . .

— No existe lim.f(x).
//nﬂ+f(X):+m Ml )
X—3

x= /3 esun punto de discontinuidad de salto infinito.
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92, Indica los puntos de discontinuidad de estas funciones.
a) f) — vA—x ) ) — i_}
b) fo) — ¥1 X7 e) flx) — 'XX — 11
1 Vil 1
o) flx) — f) fog — Y221

a) bom f = (—o0, 4]

b) Domf =R

c) bomf =(-1+o0)

d) Dom f =(—oc, —1)U[1, + o)
e) Dom f =1 +o0)

f) Dom f =(—o0, = 1)U(1, +o0)

La funcién es continua en (—ooc, 4] .

La funcidén es continua en todo R .

La funcién es continua en (—1,+ o).
La funcién es continua en (—oo, — 1) U[1, +0) .
La funcién es continua en [1, +o0) .

La funcién es continua en (—oo, = )U(1, + o).

99. Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.
) 1 - X+ 2
] O
) X=+2 )
b) fix) Xt 12 f) f) =+vx 5
c) ) —v4 +x 9 f—vx" 2x 8

d) fix) = v4 - 3% X

a) Domf=R —{-3}

hy fx) =¥ %" 2x + 8

: 1
firm 3 = —co
#s-1 X+ . : .
— Noexiste lim f(x),y x= —3 es un punto
YE’H X+ 3 =i de discontinuidad inevitable de salto infinito.

Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.

c) Dom f=[—4, +o) — No hay puntos de discontinuidad.
d) Dom f=[—4, 1] = No hay puntos de discontinuidad.
e) Domf=R —{3, 4}
: X+2 5
im ———— — —
=3yt — Tx 412 0
x+2
712
=T X5 — 73
= % — No existe lim f(x),y x = 3 es un punto
; X+2 33
im ———————— = —co

ot W — TR 12 de discontinuidad inevitable de salto infinito.

f) Domf =[5, +00) — No hay puntos de discontinuidad.

g) Domf = (—oo, —2]U[4, + 00) — No hay puntos de discontinuidad en su dominio.

h) bomf =R — No hay puntos de discontinuidad.
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100. Estudia la continuidad de la funcidén que asignha a cada niimero su parte entera.
fOx) = [x]
Especifica los tipos de discontinuidades que presenta esta funcion.

fERREES

4|

-—
*—

Para cada x €Z, la funcién tiene una discontinuidad de salto finito. Por ejemplo, six=1 — f(1) = 1.

limf(x)=0
e — No existe fim f(x).
limf(x)=1 x=1

xX—1"

101. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en el punto x = —2 v, si son discontinuas,
indica el tipo de discontinuidad que tienen.

X2 =3 Siox =—2
a) 1) = 2 H7 Siox > 2
X+3
X2 —5x+2 s x+-—2
b} |2 sl x ——2
3—2x Sl ox < =2
c) fix) =13 sl X =-2
X —2x—1 six»—2
a) fl=2)=1
lim f(x)=1
X2 — lim f(x)=1
x/irg*f(x):’l o

La funcidn es continua en x =—2.
b) fl-2)=2

X//'njzxz —5x+4+2=16

En x =-2, la funcidn tiene una discontinuidad evitable.

c) fl=2)=3
lim f(x)=7
X2 — limf(x)=7
x/irz;f(x): 7 o

En x=-2, la funcidn tiene una discontinuidad evitable.

Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/
459



Limite de una funcién

102. Define de otra manera las siguientes funciones para que sean continuas en todos
los nuimeros reales.

X siox <1
a}f(x)_1 sl x =1

=1 sox =1

X siox+4
by flx) =1 x—4

6 sl x =4

a) f(x) no se puede redefinir para que sea continua en todos los nimeros reales, ya que en x =0 tiene una
discontinuidad de salto infinito.
X?-16 0 x?—16

b) fim =160 lim
x—a X—4 0 x—=4 x4

=limx+4=38
X—4

Para que f(x) sea continua en todos los niUmeros reales, redefinimos la funcion en f(4) = 8.

103. Halla el valor que debe tomar a para que las siguientes funciones sean continuas.

x4 siox <1
a six—1
a) flx) = 3 _
0 siox =1
G | o
b) F() = | X = 2 Shx# 2
a Six=—2
a) fll)=a
limf(x)=-1
o — limf(x)=-1

limf(x)=-1 x=1

X—=1"

La funcion es continuasi f(1)=/imf(x)—a=-1.
2

b) fim f(x)— 2 im £(x) = lim X =% im x—2—=—4
X—=2 0

X—=2 X==2 X 42 X—-2

La funcién es continua si f(—2)= lim f(x)—a=-4.

X—=2

104. Encuentra el valor de a para que estas funciones sean continuas.

NES sl X =2
a) fix) |3x +a sl X2
X b x 2 six= -1
b) 700 — axi+x+a Siox = —1
a) f(2)=12
lim f(x)=12

X—2"

] — El limite existe si 6 +a =12 — a = 6.
//n;f(x):6+a

b) fi-1)=-3

lim f(x)=-3

X—-=1

_ — El limite existe si 28 — 1= -3 —a=—1.
l/nz+f(x):23—1
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105. ;Qué valor debe tomar a para que las funciones sean continuas?

[ si X = =2
8) 10 = lax — 2 si x> —2
—7 .
g — Slox=—2
b) ) — 1 © 2X
log (ax + 7) sl x»—2
af fil=N=23= l
8
im fi fig 22 ). : .
o B 8 = 3lm flx)si—=-2a—-2—oa=——
lim flx)= i ) (ax—2)=—2a-2 #—2 8 16
b) f(-2)=1
im f{x)= {lm rgi = 3
52 x-r T 2X =3 lm f(x) sil=log(—2a+7) > a=—=
im f(x)= lim log(ax+7)=log(-2a+7) etk

x——2* x—s—7

106. Encuentra los valores de a y b para que las siguientes funciones sean continuas en todos
los nuimeros reales.

|2 — x| six=2
a}f(x)—% §i2<x=4
a siox =4
X2+ 2bx + 4 Siox <1
ax+5 5l 1 =x =2
b) £ =15 _ 7
Siox =2
X
a) fi2)=0
limf(x)=0
X—=2" L X .2
‘ ot — Ellimite existe si —-=0.
limf(x)== b
x—2" b

No se puede resolver para ningun valor de b por lo que la funcién no es continua para ningun valor de b,
independientemente del valor de a.

b) fll)=a+5

limf(x)=2b+5
= — El limite existe si 2b —a =0.
limf(x)=a+5

X—1"

fl2)=2a+5

limf(x)=2a+5

X—2" Lo X . 5
‘ 5 — Ellimite existe si 2a+5=—.
limf(x)== 2
x—2" 2

La funcién es continua si a= —% y b= —g.
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107. Halla el valor de a para que estas funciones sean continuas.

Cx=2 sl x=a

8) ) |log, x sl x> a

XX ox 2 six< g
h) fix) —ix*—2 sla=x=
XX ox 2 sl x>=a

limf(x)=a-2
a) fla)=a-2 e — El limite existe sia—2 =log,a — a = 4.
lim f(x)=log,a
lim f(x)=-a’+a" +a—2
b) fla)=a*>-2 xoe —Ellimite existe si —&* +a=0—a={-10,1}
lim f(x)=a"-2
lim f(x)=a>+a*—a-2
fla)=a%*-2 X —El limite existe si —a®*—a=0—a=0
lim f(x)=a*-2
X——a

Por tanto, la funcidn es continua para a =0.

108. Halla m y n para que la funcion f(x) sea continua en R.

2 si x=1
fX) =1mx+n si1<x<3
4 si Xx>3
lim f(x)=2
f()=2—"" — El limite existe si m+n=2.
Imf(x)=m+n
limf(x)=3m+n
f(3)=3m+n—""° — El limite existe si 3m+n=4.
Jim f(x)=4
m+n:2}—>m:1,n=1
3m+n=4

109. Estudia la continuidad en todo el dominio de las funciones. Determina los puntos de
discontinuidad que presenta cada una de ellas.

a) f0) = sen (x + x) o ftx}=tg(x—%)

b) fix) = Inlx + &) d) fix) = 23
a) Dom f=R — No hay puntos de discontinuidad.

b) Dom f= (—e, +092) = No hay puntos de discontinuidad.
c) Domf=R —{n+km ke Z}

: w |

firm !g[x — ?] = +co

o — No existe fim f(x), la funcidn no es continua

fim {g[x—%]:—ac SR,

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

Al ser una funcion periddica, de periodo T, todos los puntos en los que falla
el dominio son puntos de discontinuidad inevitable de salto infinito.

d) Dom f=[R — No hay puntos de discontinuidad.
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110. Investiga la continuidad de las siguientes funciones.

ﬂ sl x =1 .
_XE—X—é - [3){_1 six=0
D70 =13 41 | IW=T—x  six>0
siox > 1
X—25
logx —1) s x<5 og—1— six=0
b) f(x) = 3 S x>5 d) flx) = X241 o
- logx +1)  SIXx>0
a) " Six<1:
5X +1
f(x)= Dom f = (—oo, 1) — {2
()= om f = (~o0, 1~ {-2)
9 lim f(x)=—o0
f(=2)——= Ko — No existe fim f(x).
0 lim_ f(X)=+4o0 X2
X =—2es un punto de discontinuidad de salto infinito.
= Six=1:
limf(x)=-1
f()=-1 o — limf(x)=-1
//nlf(x):—1 x=1
Como f(1) = fim f(x), la funcién es continua en x =1.
= Six>1:
Fx) =24 Dom f = (1, + o) — {5}
X—=5
lim f(x)=—o0
o — No existe fim f(x).
Jim f(x) = +o0 x=5

X =5 es un punto de discontinuidad de salto infinito.

La funcion es continuaen R —{-2,5}.

b) = Six<5:
f(x)=log(x -1 Dom f = (1,5) — No hay puntos de discontinuidad.
= Six=5:
lim f (x)=log 4
f(5)=3 e — No existe /im f(X).

lim f(x) =3

x—5"
La funcidn no es continua en x = 5.
= Six>5:
f(x)=3 Dom f = (5, + oo) — No hay puntos de discontinuidad.

La funcion es continua en (1,4o00)— {5} .
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c)» Six<O0:
f(x)=3x+1 Dom f = (—o0, 0) — No hay puntos de discontinuidad.
= Six=0:
lim f(x)=1
f(0)=1 o — lim f(x)=1
X//q;f(x):1 X0

Como f(0) = lim f(x), la funcién es continua en x = 0.

= Six>0:
f(x)=V1-x Dom f = (0, 1— No hay puntos de discontinuidad.

La funcién es continua en (—oo, 1].

d)= Six@0:
f(x)= log[x21+ 1] Dom f = (—o0, 0) — No hay discontinuidades.
= Six=0:

+
0
X+ — fes continua en x=0

]
Jim f(x) = lim log(x +1)=0

Iim f(x)= lim Iog[
xX—0" X—0"

= Six>0:
f(x)=log(x +1) bom f = (0, + co0) — No hay discontinuidades.

La funcién es continua en todo R .

111. Una atleta tiene que recorrer una distancia de 100 km. Si el primer dia recorre la mitad, el
segundo dia la mitad de lo que le falta, el tercer dia la mitad de lo que se ha dejado sin recorrer
el segundo dia, y asi sucesivamente, ;cuantos dias tardara la atleta en recorrer los 100 km?
Justifica la respuesta.

Nunca llegara a recorrer los 100 km, ya que necesitaria un nimero «infinito» de dias para lograrlo.

00 1

El primer dia ha recorrido a, = 100-5:50 km.

22

El segundo dia ha recorrido a, = 12@ +50= S 100-2—32 =75km.

El tercer dia ha recorrido a, =12$+75 _70_ 1OO~1 =87,5km.

23 2

n —
El término general de la sucesion es a, =100- 2 - 1 100-[1—2—1” , donde n representa el dia n-ésimo.

Cuando n se hace muy grande la sucesion tiende a 100 — /ima, = lim 100-[1—2—1”] =100
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112. Calcula lim(f - g), siendo las funciones:

g =x+2  fo——X—1_
2x% — 10x
(x+2)? -1 x>+ 4x+3

fogl)=f(gx)=flx+2)= oy
’ ) An 2P —100e42) 2% —=2x—12

X+ 4x+3 24
7q_

lirm (f o g(x)) = fim

L #=3 Jxr — Ix —12 0
. XP 4+ 4x+3
lim ———=—
¥ 2X_ — &2 — No existe el limite.
x*+4x+3

k33t Ixt — 2% —12

113. Construye la grafica aproximada de una funciéon que cumpla las condiciones indicadas.

a) lim _flx) =1 b) xh’m@% -2
xifjr{lfw) - —o xﬁmm[f(x) —2x =1
lim fix) = oo lim fix) = 3
Kol Hor—n
Jim fx) =1 fim fx) =1

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) b)
14 £
N

e
r-
~

=y

114. Escribe una funcién racional para cada caso.
a) Sus Unicas asintotas sonx = 2yx = — 3.
b} Sus Unicas asintotas sonx = 2ey = 3.
C) Susasintotassonx — dey — 2x —1.
Repuesta abierta. Por ejemplo:
x4 . 3x 2 _
a) f(x)zm b) f(x) = P ) f(x)zizxx_fx

115. Estudia la continuidad en todos los nimeros reales de esta funcion.

1—cosx
f(x) = X
0 six=0

si x+0

Como cos x es una funcidn continua en todo R , el Unico punto de discontinuidad que puede tener f(x) es x=0:

lim f(x)=0
0)=0 " —limf(x)=0
fo) limf(x)=0| x>0 )

X—0"
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116. Sea la funcion:
X>+4 six=1
f(“‘)_[axﬂ!:t si x> 1

calcula a y b para que la funcion sea continua en todo Ry f(2) = 7.

limf(x)=5

f(1)=5 x=1 — El'limite existe si @+ b =5.
/mgf(x):a+b
a+b=5

f(2)=2a+b=7 —a=2,b=3

@) * Za+b7}

117. Estudia la continuidad segun los valores de los parametros a y b en esta funcion.

LE: six+0
f)=11+ex
b six=0
lim f(x)=0
flo)=>b —a=b=0
imf(x)=2=a
x—0" 1

118. El teorema de Bolzano dice:
Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b] y se cumple que el signo de f(a) es distinto del

signo de f(b) entonces existe un punto ¢ = (a, b) tal que f(c) = 0.
Aplica el teorema del Bolzano para demostrar que la ecuacion x2 + x — 4 = 0 tiene al menos una
solucién en el intervalo (1, 2).
P41-4=-2<0
N
2242-4=2>0
Por el teorema de Bolzano, existe al menos un x en el intervalo (1, 2) tal que x>+ x — 4 = 0. Es decir, existe al

menos una solucion en ese intervalo.

119. Aplica el teorema de Bolzano para demostrar que la ecuacién e * + 2 = x tiene alguna solucién.
Si definimos las funciones f(x) y g(x) como f(x)=e~* +2 y g(x) = x, se cortan en un punto x €(2, 3), entonces

vamos a aplicar el teorema de Bolzanoa e +2—x =0 en el intervalo (2, 3).
2 1
€7 42-2==>0
e
e’3+2—3:e—13—1<0

Por teorema de Bolzano, existe al menos un x en el intervalo (2, 3) tal que e+ 2 = x. Es decir, existe al menos

una solucidn en ese intervalo.
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120. calcula el valor de a para que el limite tenga valor finito.
2x°+3
x=te X —1
Con ese valor de a, halla b para que se verifique que:
2x*+ 3
XK= 4o X — 1

2
+Qué relacion existe entre la funcién f(x) %y larectay = ax + b?

ax

—ax—b=0

. 2 A 2 43— ax? _(2—a)x® +ax
im 2% +3—ax: jim X +3-ax’ +ax _ //m( a)x*+ax+3

X—=too X —1 X—+00 X =1 X—+00 X =1

Para que tenga limite finito, el grado del numerador y del denominador debe ser el mismo, por lo que:

2-4-0-a=2— lim ZX*r3_»
xotoo X — 1]
. 2 . . — - (2-b)x
jim 2CH3 o m X8y 2X48-bx4b . (2-D)X+(34D)
X—=too X —1 X—=+o0 X —1 X— 400 X =1 X—+00 X =1

Para que este limite sea 0, el grado del numerador debe ser menor que el del denominador, por lo que:

5

2-b=0—-b=2— lim —=0
X—+o0 X — 1
., . . . 2x? 43
La relacién que hay entre ambas funciones es que y = ax + b en una asintota oblicua de y = =1

121. La siguiente formula, que se debe a Albert Einstein, expresa la masa, M, de un cuerpo en funcién

de su velocidad, v, siendo c la velocidad de la luz (300000 km/s).
mc

M= ————
,,r‘cz _ vz
a) Calcula el limite de lamasa, M, cuando v tiende a c.

b) Analiza si un cuerpo puede alcanzar la velocidad de la luz.

i mc
im—— = 4,

V= C: e V:

Para que la velocidad llegara a ser la de la luz el cuerpo deberia tener
una masa infinita.

122. El servicio de traumatologia de un hospital va a implantar un nuevo sistema que pretende reducir
a corto plazo las listas de espera.

Se prevé que a partir de ahora la siguiente funcién, P(t), indicara en cada momento t, en meses,
el porcentaje de pacientes que podra ser operado sin necesidad de entrar en lista de espera.
t?—8t+50 si0o=t=10
P(t) = 1 38t — 100

sit >10
0,4t ’
Pasado mucho tiempo, ;cual sera este porcentaje?
lim 38t-100 _ 38 _ 95 — El 95% seréa atendido.

v 0,4t 0,4
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123. Un comercial de cierto producto recibe, como sueldo mensual, una cantidad fija de 600 € mas
una comisioén que depende de la expresion x2 — x + 1, donde x representa el niimero de articulos
que vende,

El comercial tiene que correr con sus propios gastos, que son de 50 € mas 3 € por cada producto
vendido. Obtén la funcién que recoge el sueldo mensual del vendedor. ;Es una funcién continua?

f(X) = 600 + (X* = X +1)— (50 + 3X) = X* — 4X + 551

No, es una funcidn discreta definida paralos x>0y con XeN.

PARA PROFUNDIZAR

124. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primav

Empezamos con un nimero, lo duplicamos y luego le restamos 1.
Después de aplicar sucesivamente este procedimiento 99 veces 1 2 3 4 5
se obtiene 2™ 4 1. ;Con qué namero empezamos?

Y
flx)
Cuantas funciones continuas
¥ = fix) hacen que la grafica 16 12 8 4 2
de f(x) sea la de la figura. >

£Qué numero ocupa la posicion 2007

enlasucesion 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5, .2 2 & = & 2

Para cada numero entero positivo n,
f(n) = n* — 360n? + 400. ;Cual es la suma de todos 794 796 798 800 802
los valores f(n) que resultan ser nameros primos?

¢Cual es la penultima cifra de 11%? 8 ) 4 2 0

O Lasucesion es de la forma: 8, =2"x —2" +1=2"(x — 1)+ 1, donde x representa el nimero inicial. Despejando:
27(x =1)+1=2"" +1 nos queda que x = 3.

O Hacen falta 4 funciones continuas.

o Dado que el nimero 1 ocupa una posicién, el 2 ocupa dos posiciones, etc., la sucesién que buscamos debe
tener los siguientes términos:

a1=1,a=1+2=3,a3=1+2+3=6...

n(n+1

Por lo que el término general es g, = . Ahora buscamos el nimero n que cumpla:

n=62

2007:wﬂ

Como Im(n* +20n+20) = (0, + c0) @ Im(n* —20n +20) = (0, 20) , entonces buscamos entre los n < 20.

O Primero nos fijamos que para cualquier n par f(n) es par, por lo que miramos solo los n impares. Los Unicos
primos que salen son f{1) =41y f(19) = 761, y sumandolos queda 802.

o Definamos la sucesién g, =11", veamos algunos valores:

n=1-1=11-1 n=2-17=121-2 n=3-17=1331-3 n=4—-11"=14641-4

n=48—-11" -8
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125. Calcula los siguientes limites.
a} lim seni by fim (xvsen i) c) fim (lvcos x)
A0 X PR X Horea\ X

Aunque no sepamos el valor que toman el seno y el coseno de un dangulo cuando
el dngulo tiende a infinito, si sabemos que es una cantidad acotada,

pues tanto el seno como el coseno de un angulo tienen un valor comprendido
en [—1, 1],y al multiplicar por cero una cantidad acotada, el resultado es cero.

a) lim sen[l] — No existe. b) limx-sen - 0 c) lim l~cos x=0
X—0 X X—0 X X—00 X

126. Estudia la continuidad de las funciones.

X 5 1
a) ) — — b) fix) —|x* =1 o) ) — —
X| X
=1 six<0
.'r ) =
W ll §i x>0
No existe f(0).
fim f(x) = —1
e — No existe fim f(x), y la funcion no es continua en x = 0.
fim flx) =1 x=0

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.
La funcidn es continua en R — {0}

iy x2—1 six<—losx>1
x) = 5 i
=t sl x

Six==1:f(=1)=0
lim fx)= lim (x* =1)=0 ]

e e ) — lim fix)=0
im fxX)= lm (=x* +1)=0 xo=t

F——T" =1

Como f(—=1)= _Ia'ml f(x), la funcion es continua en x = —1.
Six=1:f(1)=0

fim f) = fim (—x* +1)=0

=3l = — imflx)=0

lim f(x) = lim (x* =1) = k=1

Como (1) = lim f(x), la funcién es continuaen x = 1.

=1

La funcion es continua en R,

1 g ;
5 six<—losix>1
q fly=1% "

— si=l<x<]

—x° =1
No existe f(—1).
im f(x)= lim 7 =+
X1 k=1 x° —1 oy i . 2

] — La funcion no es continuaen x = —1.

lim flx)= lim ——— =40
x——T |

Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

No existe f(1).
lim f(x) = Jlfm.% =+=
=l T — La funcién no es continuaen x = —1.

lim f(x) = lim ,] ] = tw

PR kst X5 —
Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
La funcidon es continua en R — {—1, 1%
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R R . R . sen x
127. si medimos el angulo x en radianes, demuestra que lim =1
X

También demuestra que si el angulo X se mide en grados sexagesimales, entonces:
jim SENX _ =
ESII ¢ 180
Como la medida de la longitud del arco esta comprendida
entre la longitud de los segmentos AC y AB, entonces
el drea del sector circular esta comprendida entre el drea
de los triangulos.

Area de OAC < Area de sector < Area OAB

R-R se . R-Rt
5enx<ﬂR_,_L{ g X
2® 2

R% sen x g X Rtg x
2 2 2
R)
Simplificamos dividiendo entre 7: senx < x<tgx

o sen x X g x
Dividimos entre sen x: < <
sen x Se X sen x

sen x sen x sen x sen x
> > - 1>

> 05 X

sen X X g x X
Hacemos limites con x — O:

) _osenx ) . senx _
lim 1> fim > lim cos x = 1> lim => 1= lim

x—0 x—0 X x—0 x¥—0 X x—=0 X

que queriamos demostrar.

X
=1, queeslo

5i x viene medido en grados:

R-Rsen x . X R-Rtg x Risen x  =R? R*tg x
— < TR —< — < (0,8,
360 2 2 360 2

2
Simplificamos dividiendo entre 7: sen x < % x<Igx

Dividimos entre sen x:

sen x w X g x by X 1
—_ - — 1< —: <
sen x 180  sen x sen x 180  sen x cos X
180 sen x
=1>—- > €05 X
T X

Hacemos limites conx — 0;

: 180 sen x . 180 .  senx
im1> fim—- > imcos x = 1> —- [m =i
x=0 x—=0 ™ X x—=0 ™ x—=0 X
1 osen x
— —-im =
T S ¢
sen x ks

Y despejando, resulta que: lim =—
x=0 180

1
128. Comprueba que gng €* no existe.

,

limex =0 1

- — No existe /im e*.
1 X—

lim ex = 4+o00

x—0"
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129. Calcula el siguiente limite

. X X X X
fimcos— cos—-cos—-...- COS—
X 2 22 23 L

{Climpiadas matematicas, Madrid)
Partiendo de la férmula de sen 2x vy aplicandola sucesivamente, se obtiene:

5 X X 5 X X X
56N 2x = 2 Sen X cos X = 2° €0s X sen — cos — = 27 cos X COS — sen — C0S — =
2 2 2 2 2
el X X X X X
= ... = 2" cos x cos — c0S — €05 — - ... - COS — Sen
22 23 2r1 2n
X X X X sen 2x sen x
COSECOS§COS2—3‘.”'COS2—W: ¥ = %
2"l cos x sen —  2"sen —
20 20
. sena ; sen x . senx sen x
Como fmé =1, resultaque: lim ———— = lim =
o— N—m® X == X
o 2" sen — Sl X
27 29
) X X X X . senx
Por tanto, /im cos =-c0S —-C0S = -..C0S — = lim =1.
X—o00 2 22 23 2" x—x X

130. Razona si se puede verificar la continuidad en el punto x = 0 de una funcion real f(x) de variable
real en estos casos.

(o) =1y f{52s) =
a) Paran naﬁural,f(2ﬂ : Ty f 011, 1

b} Parax real no negativo, f(x) — X2y para x real negativo, f(x) — 0.

’E
¢) Paran natural, f(ﬁ) -1 (Olimpiadas matematicas, Madrid)

Para que una funcién sea continua en x = 0, debe verificarse que, para cualquier sucesion {x,},

tal que fim x, = O, se verifique que imf(x,) = f(0).

M—s

a) En este caso se verifica que:

im - =0 fim—— =
== 20 =204 1
. iy . 1 . 1
Sin embargo, la funcion f(x) es igual a 1 para x = — yes igual a —1 cuando x = :
2n 2n+1
jim fl=—| = 1 lim £ }:_
n—w o\ 20 == |20+ 1
No existe el limite y la funcion no es continua en x = 0.
b) La funcion viene dada por:
0 six<O
flx) =
0 lx2 si x>0
limf(x) =0
x=0 — limf(x) = 0 = f(0) La funcion f(x) es continua en x = 0.
m‘g x> =0 X0
o

c) Para que f(x) sea continua en x = O debe verificarse que para cualguier sucesion [x,],
tal que fim x, = 0, se verifique que /imf(x,) = f(0). Como solo se conoce el valor de f(x)

M—3

para una sucesion de valores de x, no se puede afirmar que la funcién sea continua.
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MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢A qué se le denominé afio 1 d.c.?

Al afio siguiente al nacimiento de Cristo (o al afio 754 de la fundacidn de Roma).

2. ¢Qué acontecimiento marcaba el inicio del calendario que se usaba en Roma antes del implantado
por el papa Juan I?

La fundaciéon de Roma.

3. ¢Qué valor hay que sustituir en la funcién para calcular el siglo al que pertenece el afio 325 a.C.?

Hay que sustituir x =325 en la parte de la funcién donde x < 0.

4. ¢A qué siglo pertenece el afio 1616 d.C.7 ;.Y el afio 325 a.C.?
El aflo 1616 d.C. pertenece al siglo xvii d.C. El aflo 325 a.C. pertenece al siglo Iv a.C.

5. ¢En qué siglo se fundé la ciudad de Roma?

Roma se fundé en el afio 753 a.C. que pertenece al siglo VIII a.C.

6. El aiio cero no existe. Relaciona esta afirmacion con el hecho de definir la funcién siglo mediante
una funcion definida a trozos.

lim f(x)= -1
f(0)=1-""° — No existe fim f(x).
Jim f(x)=1 x=0

7. ¢Cuando comenzé el siglo xxi?

Comenzé en el afio 2001.

2. Estudia la continuidad de la funcién siglo y di qué tipo de discontinuidades presenta.

f(0)=1 //'rglf(x) =1 limf(x)=—-1-Noexiste im f(x) — Discontinuidad de salto finito en x=0

Si x <0, la f(x) tiene discontinuidades inevitables de saltos finitos entre los afios 99 y 100 a.C., 199 y 200 a.C, etc.

Si x> 0, la f(x) tiene discontinuidades inevitables de saltos finitos entre los afios 100 y 101 d.C., 200y 201 d.C., etc.

9. Cconstruye la grafica de la funcién siglo considerando que x toma valores reales.
Sigloj?

TS

L ITO 200 300 Ao

10. Analiza la continuidad de la funcién siglo en x = 2000, utiliza para ello los limites laterales.

f(2000)=20  lim f(x)=21 lim f(x)=20—Noexiste lim f(x).— La funcién no es continua en x=2000.
X—2000" X—2000" X—2000

Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/
472



