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UNIDAD 11: Introduccidn a las derivadas y sus aplicaciones

ACTIVIDADES-PAG. 236

1. Las soluciones aparecen en la tabla.

[0, 3] [3, 6]
a) f; (x) =2x 2 2
b)fh(x)=2x+3 2 2
ofsx)=x 3 9
7 56
d) f; (x) =2~ 37 2,33 Y 18,67

oy QM = f (@) _

h—>0 h

16

2. El valor del limite es:

3. La funcién y = f (x) es creciente en (— 0, 1) U (3, + oo) y decreciente en (1, 3). Tiene un maximo
relativo en el punto (1, 4) y un minimo relativo en (0, 3).

La funcién y = g (x) es creciente en (— 0, 0) U (1, + oo) y decreciente en (0, 1). Tiene un minimo relativo

en el punto (1, e).

ACTIVIDADES-PAG. 257

1. Organizamos los datos en una tabla:

Recibe Marca
Lunes X M
Martes X-M 12
Miércoles X+ 14 2M
Jueves 4M 10
Viernes 4 X+14-14
Sabado 20

Los discos que recibe menos los que marca son los 20 discos que le quedaron para el sdbado:
X+X-M+X+14+4M+4-M+124+2M+10+X) =20 =

= 3X+3M+18-3M-X-22=20 = 2X=24 = X=12

El lunes recibi6 12 discos.

2. Sea v la velocidad del camién y w la velocidad del tractor.
La expresion queda: v+ w =2 (v — w), es decir, v = 3w.

La velocidad del camién es el triple que la velocidad del tractor.
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3. Llamamos R4 al reloj que mide 4 minutos y Ro al que mide 9 minutos.

® Para medir 1 minuto: ponemos ambos relojes a cero. Cuando pasan 4 minutos, damos la vuelta a R4 y al
pasar otros 4 minutos, lo que queda de Ry es 1 minuto.

® Para medir 2 minutos: conseguimos 1 minuto por el procedimiento anterior. A la vez que logramos 1
minuto, el reloj R4 lo ponemos y quedan en €l 3 minutos. En este momento ponemos a funcionar Roy al
terminar, quedan en éste 6 minutos; ponemos a funcionar R4 y al terminar éste dltimo, quedan en el anterior

2 minutos.

® Para medir 3 minutos: estd explicado en el procedimiento anterior.

® Para medir 4 minutos: con el reloj Ra.

® Para medir 5 minutos: ponemos R4 y Ro; al terminar R4, quedan en Rg 5 minutos.

® Para medir 6 minutos: esta situacion se explica en el procedimiento para medir 2 minutos.

® Para medir 7 minutos: conseguimos 2 minutos por el procedimiento dado anteriormente. Los 2 minutos los
tenemos en Ro. Ponemos a funcionar R4 y al pasar 2 minutos en Ry quedan otros 2 minutos en R4. Ponemos a
funcionar Ry y, al pasar los dos minutos en R4 quedardn 7 minutos en Ro.

® Para medir 8 minutos: ponemos dos veces Rs.

® Para medir 9 minutos: ponemos a funcionar Ro.

® Para medir 2 minutos: conseguimos que queden 6 minutos en Ro por los procedimientos descritos ya

vistos anteriormente y, cuando pasan esos 6 minutos, ponemos a funcionar R4 obteniendo asi los 10 minutos.

4. En esta figura podemos encontrar los siguientes tipos de tridngulos:

En cada figura podemos encontrar 5 tridngulos iguales al rayado en la misma; por tanto, en total hay 5 x 6 =
30 tridngulos.
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1. Las derivadas de estas funciones podemos verlas en la imagen.

3 4 X
e s L e R el
d(z XT3 X=X +2) 1

—> E-x3—4-x2—14-x+5

dx

7 7
f 1232 (ax= <) = xm32% (4x- 1)

f => x— (17578-x2-10.254-x+4.) -3.2°X°

=

2. El valor de las derivadas de estas funciones en los puntos indicados podemos verlas en la imagen

3-
f(x) 1= = xm
xz+5 xz+5| E]
f(2) = l
27
[ 3 3
g(x) =g 8+4.-x7 => x-—-g-w’3+4-x3
(=1) = =
g 3

1. a) En la imagen vemos la gréfica de la funcién f (x) = x*—8x? + 2.

Los puntos de corte con los ejes son: E (- 2,78; 0); F (- 0,51; 0); G
(0,51;0); H(2,78; 0) e 1 (0, 2).

HIEH R LR H&EL B I
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b) En la imagen vemos la gréfica de la funcién f(x) =2 —3x>—x*

Los puntos de corte con los ejes son: A (- 2,73; 0); B (- 1; 0); C (0,73; 0) y D (0, 2).

2. a) En la imagen vemos la gréfica de la funcién f (x) = x> — 6x2 + 9x + 1.
Los extremos son: maximo A (1, 5) y minimo B (3, 1).

Es creciente en (— oo, 1) W (3, +o0) y decreciente en (1, 3).

A=(l,5

LG R S Rl
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1 1
b) En la imagen vemos la grafica de la funcion f (x) = — ZX4 + Exz +2

Los extremos son: maximos en A (- 1;2,25) y C (1; 2,25) y minimo en B (0, 2).

Es creciente en (— oo, — 1) W (0, 1) y decreciente en (— 1, 0) U (1, +0).

A =1, 2.25] C = (1. 225}

-7
Ml -1 74"+ 1/ 287 F 2

1. La tabla queda del siguiente modo:

[-2, 3] [0, 4] [2, 5]
D) F(x) = 2x + 4 2 2
b) g (x) =7x — x> 0 -9 -32
O h()—Jrr6 T, |0 NTENG
=0, —— =018 | ————=0,16
5 4 3
d)t(x)= 22 _ L =—0,083 8 =0,53 -0,19
x° =1 12 15
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2. Las soluciones son: T
a) La gréfica la podemos ver en el dibujo.
b) Las tasas de variacion medias son:

TVM [1; 1,5] =30 m/s

TVM [1; 3 =24 m/s

TVM [1; 5] =16 m/s

c¢) Los valores anteriores son las velocidades medias que alcanza el
baldén en cada uno de los intervalos citados.

3. Los resultados son:

_J@Q-F@ _ 2 _ 3
01, [1.2= 22 =612 ~l12=144m)

Indica la velocidad de crecimiento de la cantidad de madera del bosque.

fA5+h) = f(15)
f

b) 1, (1) = lim =DIf(5)=612" m12=144m/

Indica la velocidad de crecimiento de la cantidad de madera en ese momento del bosque.

4. La velocidad media entre los instantes 2,5 y 6 vale 13 m/s.
La velocidad instantanea en el instante 2,5 vale 6 m/s.

La velocidad instantanea en el instante 6 vale 20 m/s.

5. El valor de las derivadas es:

1 2
f (-1)=-6 b)f (2)=— f 7)==
a) £ (-1) 172 1 of () 5

6. Los resultados podemos verlos en la tabla siguiente:

Funcién Tangente Pendiente
a) f(x)=8+x y=x+38 1
b)g(x)=2-x* y=2 0
1 =-x+1 -1
ot(x)= —— Y
x+1
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7. La ecuacion de la recta tangente en el punto (0, 5) es y =5 — 2x.

8. Los puntos son (1,5)y (5,5).

Las rectas tangente y normal en el punto (1, 5) son: 8x +y=13 e x - 8y =-39.

Las rectas tangente y normal en el punto (5, 5) son: 8x —y =35 e x + 8y = 45.

9. La pendiente es tg 45° = 1. El punto es (1, 2)

10. Si es paralela a la bisectriz del segundo y cuarto cuadrante su pendiente es -1. El punto es (- 1, - 3/4)

Si es paralela al eje de abscisas su pendiente es 0. El punto es (0, - 1)

ACTIVIDADES-PAG. 261

11. En la grafica observamos que f “(2) =0y f " (- 1/2) =-3,75.

12.

Quedan:

a) D[x%] =8x’

c)D[5x*+4 x-1]=10x + 4

e) D[35\/;]: 5 5\7?

3 —-12
) D| = | =
g |:x4} xs

i) D[ 3x* —2} =

6x°

3xt -2

o D 1 _ —2x

326 | (3+2x?)”

h) D[(x -2 x?)*] = (x - 2x*)*(3 — 12x)

2
) D[Z 3ax® + 3x] _ 8 r2
3dx® + 3x)>

D Dfax® - (x* = 3)2] = 28x° - 120x* + 108x?
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13. Las derivadas quedan:

_ 2
a)D{ 2 ] 10 b)D{h 4}: 112x

20-5] (2x-5) 7 +4] (700 +4)
C)D{SX—Z_: 2 d) D_lx4 —Ex3 +5x} =x*—(92)x*+5
5 | 5x° L4 2
9—6x° 2+ 5x° 80.x°
e) D 33x = a > f)y D x4 = a 2
x +3 (x3 +3) | 2—-5x (2—5x4)
b3 15 D (52 —1) | 75x* —10x* -1
g —3 —3
Jaxt +5 (4x2 + 5)\/4x2 +5 X x’
5D 4 36 —48x’
i o r =T
(x4 -3 x)3 (x“ - 3)6)4
14. Las derivadas quedan:
a) D{S“} =5*-In5- Gj d D[5™ -3™ ]: 5% In5 - 33! 4 3% . In3 . 53!
e— 2x _ e— 2x
b)D[2-3*]=4-3*.1n3 D =
) n e) |: 4 :| >
C) D[ex _ e—x ]: ex + e—x f) D[(CZX + 1)4] =8. er . (CZX + 1)3
ACTIVIDADES-PAG. 262
15. Las derivadas quedan:
14x
D[ln (7x>-1)] =
a) D[In (7x* - 1)] 21
by Dlin 2.+ 7] = —25
n X =
2+ x°
6x°
o D Jax' —9|- -2
4x° -9
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2x

d) D[1 D] ———"——
) Dllogs (- D] =

e)DIn (e*- 2x)] = D[x + In(2x)] =1+ I/x

-5

5

- 20

h) D[ln (2 =3 xﬂ =D[In(2-5x)—In (2+5x)]=
2+5x

16. Las derivadas quedan:
a) D[sen 3x] =3 - cos 3x

b) D[3senx] =3 - cos x

¢) D|sen x*]=3x* cos x°
d) D[sen®x] =3 -sen’x - cos X
e)D[cosx *]=4x" -senx *

f) D[4 cosx]=-4-senx

) D[cos? 4x] = - 8 cos 4x - sen 4x
g

—2x - sen (2x%)
h) D|y/cos 2x2J =
\Jcos2x?

i) Dltg (2x -H)] =2 (1 +tg> (2x-4))

o Vil= =

k) Dtg® (3*)] = tg? (3%) - [1 + tg? (39)] - 3**"In3

DD[x-tgx] =tgx+x-(1+tg?x)

17. a) D[(l —x) 1+ x]: z_ll;jx
X

4
S e H -
Y3+ 4)°

2-5x 245x 4-25:

2x% +1 8x
¢ D 2 == 2 2
2x° =1 2x =1
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d) D[(7x2 - 3).(5x - 4)° ] = (245x% — 96x — 15) - (5x — 4)*
D2+ 1)2-e>] =2x2+1)-e¥  (x+1)?
f) D[In6-6*] =In%6-6*

g)D{ 4\/2}= 8
Vx+4 «/;(\/;+4)2

2
x —2x-5 2
h D _ 2x +8x:—2
(v -1)
i) D[x*-a*-e**]=x*"!.-a*-e™ - [a+x-Ina+ax]
j) D[sen 7x - 7%] =7% - [7 - cos (7x) + 2 - In 7 - sen (7x)]

2 _ . . 2
. D[;x} _2x 2321? 3.x

18. Las respuestas son:
a) f “ (x) = - 4; por tanto, f (x) es decreciente en todo R.

b) f “ (x) = - 8 - 4x; por tanto, f (x) es creciente en (— 0, —2) y decreciente en (— 2, + oo).

¢) f " (x) = 3x*>—12x + 9; por tanto, f (x) es creciente en (— 0, 1) U (3, + o) y decreciente en (1, 3).
. 3 .
d) f “(x)=— — por tanto, f (x) es decreciente en R- {0}
X

e) f ~ (x) = 16x - 4x3 por tanto, f (x) es creciente en (— 0, — 2)u (0,2) y decreciente en
(-2,0) U (2, + ).

2
f) f ’ (x): %; por tanto, f (x) es creciente en (— o0, O) V) (8,+ OO) y decreciente en
x J—
(0, 4) (4, 8).
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19. Al ser C " (t) = 15 — 1,2 t, el ozono aumenta desde el afio 0 al 12,5. Disminuye del afio 12,5 en adelante.
Todo puede verse en la grifica adjunta.

Corceniranon
ity pg !

Midme = {125, 183 75

20. El beneficio es nulo para los valores de x que satisfagan la ecuaciéon 0= 32x —4x> — 60, es decir x = 5
0 x = 3 millones de euros.

La empresa tiene pérdidas para B “(x) = 32 — 8x < 0 es decir para x > 4 millones de euros. El beneficio
aumenta para valores de x en el intervalo (0, 4)

21. N “ (h) = 3h? — 96 h + 756. El niimero de visitantes aumenta cuando N “ (h) > 0, es decir desde las 10 a
las 14 horas y desde las 18 a las 22 horas. El niimero de visitantes disminuye de 14 a 18 horas.

ACTIVIDADES-PAG. 263
22. Los extremos son:

a) f'x)=-12-6x =0 enx=-2. f 7 (-2) =-6 <0, por tanto, f (x) tiene un maximo en ( - 2, 32).

b) £ (x)=20x>-20x=0enx=0,x=1yx=-1.

f770)<0 mdximo en (0, 3)
£ x)=60x> =20 {f 71 >0 = f (x)tiene un < minimo en (1, —2)
f(=1)>0 minimo en (—1,-2))

) F"(x)=6x>~12x—-18=0enx=-1yx=3.
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JED<0
f73>0

mdximo en (—1, 11)

f 7 =12x-12 { = f (x) tiene un{

minimo en (3, —53)

23. Los nimeros son 3y 3

24. La solucién queda:
a) Funcién beneficio: B (t) =1 (t) — G (t), es decir:
B (t)=(42t -3t) - (22— 8t + 105) =- 5 + 50 t - 105
b) La derivada B “ (t) = - 10x + 50 se anulaen t = 5.
B " (5) =- 10 < 0. El beneficio es mdximo al vender 5 unidades de producto.
¢) Para t = 5, el beneficio maximo es:

B (5) =20 000 euros.

25. Los lados del recinto medirén x y (55 — x) metros. El drea es A(x) = 55x — x>.
A'xX)=55-2x=0;x=27,5m.

A" (27,5) = -2 < 0. Por tanto el drea es maxima cuando los lados midan 27,5 m cada uno, es decir es un
cuadrado y su drea es 756,25 m>.

26. La anulacién de la primera derivada:

—200

x2

Ci(x)=

+ 5 = 0; x = 20 trabajadores.

En la segunda obtenemos: C “’(x ) = —— ; C”"(20) > 0. El coste es minimo para 20 trabajadores
X

El coste minimo es: C (20) = 420 000 euros.

X
27. Observando el dibujo adjunto tenemos: e ¥
3 X ¥
6x+10y=3660 = vy =366—§x
- ¥
) ) 3
El dreaserd A(x) =x-|366 — —x |. i ¥
5
¥
Esta funcién alcanza un minimo para x = 305. .
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Las dimensiones de las pistas serdn 305 metros por 183 metros.

40 20
28. Las dimensiones serin — cmy — cm.
29.f'(x) =3x*+2Kx - 3;f'3)=0;K=-4.

30. Llamamos x al lado de la base del prisma e y a la altura. Imponiendo las condiciones del enunciado
obtenemos:
V=x2-y=42750
5130000
Coste : C (x) = 95x* + —————
X

;C’(x)=190x—w=0:>x=30dm
X

C 7 (30) > 0. Luego las dimensiones que hacen minimo el coste son: base 30 dm y altura 47,5 dm
31. La solucion es:
N (t)=-480+144t-62=0;x=4;x=20

N7 (t)=144—-12t; N (4)>0 y N 7 (20)< 0. Por tanto:

El maximo nimero de personas conectadas a Internet se produce a las 20 horas y es de 8200 personas. El
minimo ndmero se produce a las 4 de la mafiana y es de 4104 personas.

32. Las graficas son:

a) b)
I - 1 hl-] 1 |
I L
[ | 1’”" [
I | £ 1 ..q_
Lrs | / y l I
| i 1724 L] |
| ! |
| b | 1:|‘I I'.
1 . / | ! ,
'ul 1 o | B |
'.' o 1-. | | L |
[} I| | B+ I|
¥ a4 g | .
| 1 a9 |
1 \ ' . f
| e 1 '.". f
7 |I : '\-\.,__Ir'l | ] : ! '\-_-.:t
| 3 2 i o : ]
=i | I
y = 3x*-2x* I y=x*-8x*+16
Maiximo (1, 1) Maiaximo (0, 16)
Minimo (0, 0) Minimos (- 2, 0) y (2, 0)
Cortes (0, 0) y (1, 5; 0) Cortes (- 2, 0); (2, 0) y (0, 16)
Simétrica respecto de OY
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d)

EDITEX
W el
c)
"
A g B
/’.-\-J:I [ /‘-\.\l\l
. 0 )
/ )
| = I'
.' . 5
| z
| \,
& |
( |
& |
|I '
|| 10 |
I A=
y = 4x% - 2x*
Miximo (- 1,2) y (1, 2)
Minimo (0, 0)
Cortes (- 1, 4;0) (1,4; 0) y (0; 0)
Simétrica respecto de OY
e)

- 2x
x+1

y:

L
II
oy
i q a3 a
1 o

Asintotas x=-ley=-2

Cortes (0; 0)

Asintotay =0

Cortes (0, 4)

Maximo (0, 4)

Simétrica respecto de OY

1
|
-}
;
a !
2 \\
.H"\.
1 T
1] ; :
1 (=] I a 3 <4 = -]
4
e
Hh'-
.
.
4 \
|
3
x -2
Asintotasx=2ey=0
.
#
1,
Pl
§ i
In' 31 L
IIIII III.I.
g \
Fi o
.-_._.-' L] "'H.H.\-
_:-"-- 1 H-'—\._
q e,
a -a i o 1 2 i x ’
_ 4
X2 +1
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EDITEX
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g) h)
1 10
u
l b
]
I 9
i .---_.-'--.-I _‘-
.,
| 7
1
; E B L a iy
W o-F 8 4 3 |O 7 4 o o-a -5 -4 -2 Ao 4 & B 1
8 |£- El]'l
EF |
1 | -4
v -E
A ‘ 4
_ X 4
x+1 T
Asintotasx=-ley=x-1 Asintotas x=2,x=-2ey=0
Cortes (0, 0) Cortes (0, -1)
Simétrica respecto al eje OY
i) -
3-
.
[
3 -'.:.-f,—r"’ gy 1 2
i -1 II||
e
o
I
X 2
y =
2 (x-1)
Asintotasx= le y=1/2
Cortes (0, 0)
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corex sowaonato.

33. La produccién aumenta cuando P “(T) = 120 + 54 T — 3T? > 0.

P (T)=120+54 T-3T?=0; T =20°; T = -2°. Aumenta la produccién cuando T € (— 2°, 20°)

El maximo ndmero de kilos se consigue para T = 20°

. 1
34. Las asintotas de la funcién son lasrectas x =-1,x=1e y = —x.

La funcién es creciente en (— o0, — \/5 ) ) (\/g, + oo) y decreciente en (— \/g , \/§ )

33

343
Tiene un maximo relativo en el punto (— 3 , — TJ y un minimo relativo en el punto (\/g , T\/_] .

Es céncava hacia las y positivas en (— 1, 0) U (1, + oo) y cbncava hacia las y negativas en
(— 00, — 1) ) (0, 1). Tiene un punto de inflexién en (0, 0).

Todo lo anterior puede verse en la gréfica.
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35. Las graficas son:

a) " ‘ II'\.

Maiximo (1,5; - 4)
Minimo (0, - 1) |
Cortes (3/4;0) y (0, -1) 7 |

Asintotasx =3;x=1;y=0 T
y 1 | .
o| |
- -3 2 1 0 I|I 1 2 3 4 5 8 T 1
——__\____1_"&_,)'
.2-
-3

b) &
Maiximo (1, 2) :
Minimo (- 1, - 2) B e
Cortes (0, 0) / i, T
Asintotas y =0 ! .'I P
Simétrica respecto al origen de o &
coordenadas E a4 3 3 A [ 2 i a 5

___\_"—\—\__\_\__ -III

e ]
H/ﬂ

c) I| /

Maiximo (0, 0) 18 \

Minimo (6, 12) 3
Cortes (0, 0)

Asintotas x=3;y=x+3

A
15 10 5 ,fg i, 5 10 15 1
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36. La funcién que muestra el ingreso es:

I(x) = (60 000 — 6x) - x = 60 000 x — 6x*

Para que este ingreso sea maximo ha de vender a 5000 € la pieza.

37. Llamaos x e y a las dimensiones del cartel. La funcién a minimizar es A (X, y) =X - y.

La relacién entre las variables x e y es:

x—38
5x> + 60
Sustituyendo en la funcién anterior, obtenemos: A (x) = x—8x
x —
5x* — 80x — 48
La primera derivada, A “ (x) = a ( );)2 , se anula para x = 20,65.
x p—

Por tanto las dimensiones del cartel serdn x = 20,65 cme y = 12,91 cm.

38. a) El radio inicial es R (0) = 0,5 cm. Para que el radio sea de 2,5 cm han de pasar 2,13 minutos.

L . . . dR 162-t*
b) La tasa de variacion del radio respecto al tiempo viene dada por —=-———-.
dt (¢ +12)
dA 6+5t° 162-¢°
2r-

y — = . y para R = 4; t = 4,48
dt £ +12 (ts +12)2
minutos y la tasa de variacién del drea de la mancha es 8,79 m*min.

¢) El 4rea de la mancha es A (t) =x - R?

39. En el dibujo estd representada graficamente la funcién dada.

Sélo consideramos la parte positiva de la grafica (desde t = 0), ya que el resto no tiene sentido en el
contexto.

En el afio 1980 (t = 0) habfa 2000 ejemplares de lince ibérico, éstos van disminuyendo con los afios
tendiendo hacia 1000 ejemplares.

Ll 12
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X
40. Llamamos x e y a las dimensiones del rectangulo y E al radio de la

semicircunferencia como puede verse en la imagen.

El perimetro de la ventana mide:

16 -2x —mx

x+2y+E=8
2 4

La superficie de la ventana, en funcién de la variable x, es:

_4 2 _ 2 + 2 4 + 2
A= P TR Ay = G :
8 8
‘o L . 16
El valor que hace maxima a la funcién anterior es x = 2 =2,24.
+

Por tanto, las dimensiones de la ventana serdin x =2,24 mey = 1,12 m.

ACTIVIDADES-PAG. 265

Las propiedades de esta gréfica son:

No esta definida en el origen.

No tiene simetrias ni es periddica.

No tiene cortes con los ejes coordenadas.

Las asintotas son las rectas x =0 (eje OY) ey =x + 1.

Tiene un minimo relativo y no tiene maximos relativos ni puntos de inflexion.

Las graficas de las funciones pedidas son las que estdn dibujadas en trazo continuo de color azul. Van
acompafadas de la grafica de la funcién y = f (x) en trazo discontinuo de color rojo
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W el
a)y=1/£f(x)
Se dibuja teniendo en cuenta que donde la f(x) crece esta decrece y donde decrece esta crece. Ademds los
cortes con OX de f(x) son asintotas verticales de esta otra.
e i &
b e
] =| 5.*.
R ‘,.F‘ i
i i F,_*.'*'
1 o
; #
SR
i
3 ___«"
&
v T
fat '&':r 1 C i Y [ T
1
3
-
b)y=1f(-x)

Se dibuja teniendo en cuenta que esta gréifica es la simétrica de f(x) respecto al eje de ordenadas.

ki 3 &
i ":F.
H &
-1 :I ,‘.-:
Voy=Tis .-'f=
] L
| ra
4t 1r A
| o
i *
R
2 & L
"a.u" li.
" 2 __.-"
w2 #
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Tl
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.." | ".__
¥ Y
-3 -4 -3 "R 5
ol
o
oy 1
5
4 !
i -2
&
&
& 4
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SOLUCIONARIO

Qy=-f(x)

Se dibuja teniendo en cuenta que esta gréifica es la simétrica de f(x) respecto al eje de abscisas.

L
——

i
o

EE

#

i M
e %
o 3 3
o .
#
-
'-‘i-
¥ 3
F
A
s"'f "

dyy=|fx)]

Se dibuja teniendo en cuenta que esta gréfica se obtiene de f(x) manteniendo la parte de ordenadas positivas
y las ramas de ordenadas negativas se hace su simétrica respecto al eje de abscisas.
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