EDL’éTE X Matemadticasl! SOLUCIONARIO

UNIDAD 14: Aplicaciones de las derivadas

ACTIVIDADES-PAG. 328

1. La funcién y = f (x) es creciente en (— 0, 1) ) (3, + oo) y decreciente en (1, 3). Tiene un miximo
relativo en el punto (1, 4) y un minimo relativo en (0, 3).

La funcién y = g (x) es creciente en (— 0, O) ) (l, + oo) y decreciente en (0, 1). Tiene un minimo relativo
en el punto (0, 3).
2. Dos niimeros cualesquiera que sumen 16 son Xy 16 —x.

Su producto, P (x) = (16 — x) - x = 16x — x%, es una funcién cuadrética cuya gréfica es una pardbola con un
maximo relativo en su vértice (8, 64).

Es decir, los nimeros pedidos son 8 y 8.

. 16
Dos nimeros cualesquiera cuyo producto es 16 sonxy —.
X

16 . L. . .
Su suma, S (x) = x + —, es una funcion cuya grafica tiene un minimo relativo en el punto (4, 8).
X

Por tanto, los nimeros pedidos son 4 y 4.

. 3. . . :
3.a) La funcién f (x) = — es siempre decreciente y no tiene extremos relativos.
x

b) La funcién g (x) = 12x — 3x? es creciente en (— 00, 2) y decreciente en (2, + 00). Tiene un maximo
relativo en el punto (2, 12).

4. El numero de enfermos BoG

z Z Fudi T
aumento entre el dia que comenzé G o Mt = {14, 513
enfesmos

la epidemia y el dia 14. o

El nimero maximo de enfermos se
alcanzo el dia 14 y fue de 512. Ao

Lo anterior puede verse en la

grafica.
i
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ACTIVIDADES-PAG. 343

1. Organizamos los datos en una tabla:

Recibe Marca
Lunes X M
Martes X-M 12
Miércoles X+ 14 2M
Jueves 4M 10
Viernes 4 X+14-14
Sabado 20

Los discos que recibe menos los que marca son los 20 discos que le quedaron para el sdbado:
X+X-M+X+14+4M+4-M+12+2M+10+X) =20 =

= 3X+3M+18-3M-X-22=20 = 2X=24 = X=12
El lunes recibi6 12 discos.

2. Sea v la velocidad del camién y w la velocidad del tractor.
La expresion queda: v + w = 2 (v — w), es decir, v = 3w.

La velocidad del camidn es el triple que la velocidad del tractor.

3. Llamamos Ry al reloj que mide 4 minutos y Ry al que mide 9 minutos.

® Para medir I minuto: ponemos ambos relojes a cero. Cuando pasan 4 minutos, damos la vuelta a R4 y al
pasar otros 4 minutos, lo que queda de Rg es 1 minuto.

® Para medir 2 minutos: conseguimos 1 minuto por el procedimiento anterior. A la vez que logramos 1
minuto, el reloj R4 lo ponemos y quedan en él 3 minutos. En este momento ponemos a funcionar Roy al
terminar, quedan en éste 6 minutos; ponemos a funcionar R4 y al terminar éste tltimo, quedan en el anterior
2 minutos.

® Para medir 3 minutos: esta explicado en el procedimiento anterior.

® Para medir 4 minutos: con el reloj Ra.

® Para medir 5 minutos: ponemos R4 y Ro; al terminar R4, quedan en Ry 5 minutos.

® Para medir 6 minutos: esta situacion se explica en el procedimiento para medir 2 minutos.

® Para medir 7 minutos: conseguimos 2 minutos por el procedimiento dado anteriormente. Los 2 minutos los
tenemos en Ro. Ponemos a funcionar R4 y al pasar 2 minutos en Ry quedan otros 2 minutos en R4. Ponemos a
funcionar Ry y, al pasar los dos minutos en R4 quedardn 7 minutos en Ro.

® Para medir 8 minutos: ponemos dos veces Ra.

® Para medir 9 minutos: ponemos a funcionar Ro.
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® Para medir 2 minutos: conseguimos que queden 6 minutos en Ry por los procedimientos descritos ya
vistos anteriormente y, cuando pasan esos 6 minutos, ponemos a funcionar R4 obteniendo asi los 10 minutos.

4. En esta figura podemos encontrar los siguientes tipos de tridngulos:

En cada figura podemos encontrar 5 tridngulos iguales al rayado en la misma; por tanto, en total hay 5 x 6 =
30 tridngulos.

ACTIVIDADES-PAG. 345

1. Procedemos como se indica en el apartado representacion grifica de funciones y obtenemos las
gréficas que pueden verse a continuacion:

x*+3

a) f(x)= Z

Naj=|r + 2
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b) g(x) = Jai+1

¢) h(x) =x - sen (x)

-}
M) = u - SEA(N)
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2. Procedemos como se indica en el apartado representacion grifica de funciones y obtenemos las
graficas que pueden verse a continuacion:

—x*+2 s5six<0
a)f(X)={ 3

x2 -4 six>0

glxi=3"-4

—x’ six<-—1

b) g(x)=4x>-2 si—1<x<1 2.

2—x six>1
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) fx) =2
X

1) Con la herramienta Deslizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Grifica colocamos un
deslizador, y lo llamamos a. En el Menii Contextual del deslizador elige Intervalo entre — 15 y 15,

Incremento 1.

2) En el Campo de Entrada introduce una funcién genérica f(x) = ﬁ, tecleando f(x) = a/x. Varia los
X

valores del deslizador y observa las variaciones de la gréfica.

}l
3
= = (%]

S

Exj=-210x

T e e

a=h
—_—— Ll
a
)
i
n
E 5 - 3 -2 1

253 |

Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/



=

EDITEX

L L

Matematicasl

SOLUCIONARIO

bfx)=a Jx—b

1) Con la herramienta Deslizador

y haciendo clic sobre la Zona o Vista Gréfica colocamos dos

deslizadores, uno detrés de otro, y los llamamos a y b elige Intervalo entre — 15 y 15, Incremento 1.

2) En el Campo de Entrada introduce una funcién genérica f(x) = a - /x — b tecleando la expresion

f(x) = a * sqrt (x-b).

5
as- .
———————
b=z .
———ae
z
1
ey = -gartiz - 2)
W T D T
. =3 e =1 L] 1
5
=2
-3
EI'!
g=73 4
—— ¥
b=-1
T 3
2
1
ixh = Z sgrifx + 1)
T L T Lj u T T T L T LJ T T T
-4 a -2 A 0 1 2 3 4 5 & 7 & a
-1‘
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c)f(x)=a-b*

1) Con la herramienta Deslizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Grafica colocamos dos
deslizadores, uno detrds de otro, y los llamamos a y b escoge Intervalo entre — 15 y 15, Incremento 1
y en el del segundo escoge Intervalo entre 0 y 15, Incremento 1.

2) En el Campo de Entrada introduce una funcién genérica f(x) = a - b* tecleando f(x) = a * b**. Varia
los valores de los deslizadores y observa las variaciones de la grifica.

fix) = 3% 3y

P

4. Representamos las funciones y con la herramienta Interseccién de dos objetos o con los comandos
correspondientes encontramos los puntos de corte con los ejes coordenados, los extremos relativos y
los puntos de inflexion de las funciones:

Af(x)=x—6x>+9x + 1

v B=i0 1)
D=3
cﬁa.-:-: 1,0

Lae puntos caracterssdcos o la Tunclon son
Cortes con koS ejes: A (40,5 0y 810, 1)
Edtramoe Wamimd G {0, 5y minima D (31)
Punte de inflexdn E{2. 3

||'|_.|-.||' B +He+1
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b fx)=x*-8x>+2
Los puntos de corte con los ejes coordenados son:
OX: A (-2,78; 0); B (- 0,51; 0); C (0,51; 0) y D (2,78; 0).
0Y: G(0,2)
Los puntos extremos son:
Maiximo: G (0, 2)
Minimos: F (- 2, -14) yH (2, - 14)

Los puntos de inflexién son: I (- 1,15; - 6,89) y J (1,15; - 6,89)

flxj=u =B+ 2 G 1

10, 2)

C ={0.51, 0] 0= (278 0
3 4

F={2 -4} H=(2 «14)

o)f(x)=2-3x>-x*

Los puntos de corte con los ejes coordenados son:
OX: A (-2,73; 0); G(- 1; 0) y C (0,73; 0).
OY:F(0,2)

Los puntos extremos son:
Maximo: F (0, 2)
Minimos: E (- 2, 2)

El punto de inflexioén es: G (- 1, 0)
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A= 2. 73,0 ST M
pir . el e -

g : 3 ' 2

1. Las respuestas son:
a) La derivada es positiva en (— 00, — 2) ) (0, + oo).
b) La derivada nunca es negativa.
c¢) La derivada es positiva en (— 1+ oo).

d) La derivada es negativa en (— 0, O).

2. Al estudiar la monotonia de las funciones, obtenemos:
a) La funcién es creciente en (— 00, — 2) y decreciente en (— 2, + oo).
b) La funcion es creciente en (— 00, 1) U (3, + oo) y decreciente en (1, 3).
¢) La funcién es decreciente en R — {0}.
d) La funcion es creciente en (- 1, 1) y decreciente en (— 00, — 1) U (1, + oo).
e) La funcidén es decreciente en todo R.

f) La funcidn es creciente en su dominio (— 3, + oo).
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3. La concentracién aumenta para t € (0; 12,5), es decir, entre el afio 2000 y la mitad del afio 2013. A partir
de entonces la contaminacién disminuye.

Puede verse en la grafica.

spa| Cencemracicn

L) Maw = {12 5, W03 75

4. En la grifica puede verse que el beneficio es nulo para una inversion de 3 6 5 millones de euros.

La empresa tiene pérdidas siempre que invierta menos de 3 millones a més de 5 millones.

El beneficio (considerado positivo) aumenta con una inversiéon comprendida entre 3 y 4 millones de euros.

Beneficks

Capital
imvertdo
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5. El nimero de visitantes disminuye ente las 14 y las 18 horas.
El niimero de visitantes aumenta entre la 10 y las 14 horas, asi como entre las 18 y las 22 horas.

Todo ello puede verse en la gréfica.

4000
T R,
2500 Min = (18, 3738}
P={10 3610)
30007

6. Los extremos de las funciones son:
a) No tiene maximo ni minimos, es siempre decreciente.
b) Tiene un maximo en el punto (- 2, 32).
¢) Tiene un maximo en (- 1, 11) y un minimo en (3, - 53).
d) Tiene un maximo en (0, 3) y minimos en (- 1, -2) y (1, - 2).
e) Tiene maximo en (0, 2).
f) Tiene un maximo en (0, 0) y un minimo en (4, 8).
g) Tiene un minimo en (0, In 4).

h) No tiene mdximo ni minimos, es siempre creciente

i) Tiene un maximo en (5?” , 6,97) y un minimo en (%, - 0,68).

7. Se debe verificar que f (3) = 0. El valor de K es — 4.

8. Se debe verificar que f (2) =0y que f(2) = 7. Los valores pedidos sona=4yb = 3.
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9. Los niimeros son 2 y 4.

10. La solucién queda:
a) Funcioén beneficio: B (t) =1 (t) - G (t), es decir:

B(t)=42t-3t)—-t>-8t+105) = B (t)=-5t>+50t-105
b) La derivada es B “ (t) = - 10t + 50, que se anula para t = 5.

La derivada segundaes B (t) = — 10 y como B " (5) = - 10 < 0, el beneficio es maximo, 20 000 euros,
después de transcurridos 5 afos.

11. Las dimensiones de la finca son 30 metros por 30 metros y su superficie serd de 900 metros cuadrados.

12. El valor que hace minimo el coste de contratacion es x = 20 trabajadores eventuales. El coste asciende a
700 euros.

Puede verse en la gréfica.
4t

Ak

284

as 1 Min = (20, 0T
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13. Observando el dibujo adjunto tenemos:

3 x :
6x + 10y =3660 — y=366—§x
i ¥
. ) 3 ¥
El drea serd A(x) = x - 366—gx . X
¥ ¥
Esta funcién alcanza un minimo para x = 305 m.
Y
x

Las dimensiones de las pistas serdn 305 metros por 183 metros.

20

14. Las dimensiones serin — cmy — cm.

15. Llamamos r al radio de la base y h a la altura del cilindro. Segtin el enunciado, ocurre que:
2 _ 25600 — h?

h*+ (2r)* =160? 1

El volumen, V, del cilindro es:
25600 — h* T

V(r,h)=nr*-h = V (h)=nxh " Z~(25600h—h3)

Laderivada V “ (h) = % - (256004 — 3h*) se anula para h = + 92,38 cm..

Tenemos que V “* (92,38) < 0, por tanto, el volumen es maximo para h =92,38 cm y r = 65,32 cm.

16. Llamaos x e y a las dimensiones del cartel. La funcién a minimizar es A (x,y) =x - y.

La relacién entre las variables x e y es:

5x + 60
(x—8) -(y — 5) =100 = y=22T
x—8
) . . 5x + 60x
Sustituyendo en la funcién anterior, obtenemos: A(x) = —8
x [—
5x* —80x — 480
La primera derivada, A” (x) = al ( );)2 , se anula para x = 20,65.
x j—

Por tanto las dimensiones del cartel serdn x = 20,65 cme y = 12,91 cm.
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17. Las soluciones son:

a) Coéncava hacia las y positivas en (—

(_oo_ﬁJu(ﬁ.m

3

j; puntos de inflexién en (—

negativas en

b) Céncava hacia las y positivas en (— oo, 2) y hacia las y negativas en (2, + o) ; punto de inflexién en

(2, 0).

¢) Concava hacia las y positivas en (4, + o) y hacia las y negativas en (— o0, 4) ; punto de inflexién en

4, 16).

d) Céncava hacia las y positivas en (— o, 1) y hacia las y negativas en (I, + o) ; no tiene puntos de

inflexidn.

e) Céncava hacia las y positivas en (— 2, 2) y hacia las y negativas en (— oo, — 2)u (2. + oo); puntos
de inflexién en (= 2, In 16) yen (2, In 16).

f) Coéncava hacia las y positivas en (— 0; — 1,02) Y (1,02; + OO) y hacia las y negativas en
(— 1,02; 1,02); puntos de inflexiéon en (- 1,02; - 15,42) y en (1,02; - 15,42). Esto lo observamos en la

imagen siguiente:

fix)

i

10

16«

15

&

-1l

{-1.00, 1543

-158

=20

25

15

B=[1.02 4

9.4E)

25
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18. Las representaciones graficas son:

a) ol
|
“
3
& | 3 i
W=l o
b) .
i
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e
LN |
yal
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|
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19. Sea f(x) = x> + ax®> + bx + ¢ . Se debe verificar:
f(-1)=0;f°(-3)=0;1(-1) =0. De estas igualdades obtenemos el sistema siguiente y su solucion:

a—b+c=1 a==6
3-2a+b=0 =<b=9
27—-6a+b=0 c=4

De modo que la funcién es y = x* + 6x> + 9x + 4.

20. Las asintotas de la funcién son lasrectas x =-1,x=1¢e y = 5 X.

La funciodn es creciente en (— 00, — \/g ) ) (\/5, + oo) y decreciente en (— \/5, \E )

343 343

Tiene un maximo relativo en el punto (— \/E , — TJ y un minimo relativo en el punto («/5 , TJ

Es céncava hacia las y positivas en (— 1, O) U (1, + oo) y cbncava hacia las y negativas en
(= o0, = 1) U (0, 1). Tiene un punto de inflexién en (0, 0).

Todo lo anterior puede verse en la gréfica.

S e

.
L]
i
o
a1

sl 23, N B T
"

| = e
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X
21. Llamamos x e y a las dimensiones del rectangulo y 5 al radio de la

semicircunferencia como puede verse en la imagen.

El perimetro de la ventana mide:

_16—2x—7zx

x+2y+E:8
2 4

La superficie de la ventana, en funcién de la variable x, es:

2 2 2
S P . s - N W S G L)L Y
8 8
. . . 16
El valor que hace méaxima a la funcién anterior es x = =2,24.

44+

Por tanto, las dimensiones de la ventana serdn x =224 mey = 1,12 m.

22. La funcién, I (x), que muestra el ingreso anual es:
I (x) = (60 000 — 6x) - x; es decir, I (x) = 60 000x — 6x>.

Esta funcién alcanza su maximo para x = 5000. Por tanto debe vender la pieza a 5000 euros para obtener un
ingreso anual miximo.

23. Sea la funcién f (x) = ax® + bx® + cx + d.

Imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos el sistema:

(d =-3
a+b+c+d=4
3a+2b+c=0
18a +2b=0

La solucién del sistemaes: a=1,b=-9,c =15y d = - 3. Por tanto la funcién buscada es:

f(x) =x*-9x>+15x - 3.
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En la imagen podemos ver la representacién gréfica de la funcién cumpliendo todas las propiedades del
enunciado.

=30 Min =[5, 28}

24. En el dibujo podemos ver la gréafica de la funcién y = g (x), en trazo continua y en color rojo) y la grafica
de su funcidén derivada, en trazo discontinuo y en color azul.

Hay que tener en cuenta que los
puntos de mdximo o minimo de y =
f(x) su funcién derivada tiene cortes
en el eje OX y en los intervalos de
crecimiento de y = f(x) la funcién
derivada es positiva y en los
intervalos de decrecimiento de y =
f(x) la funcién derivada es negativa.
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25. Sea f(x) = x* + mx? + p. Se debe verificar:

f 7(2) =0; f(2) = -75. De estas igualdades obtenemos el sistema siguiente y su solucidn:

48 +2m =0 m=-24
=
16 +4m+ p=-75 p=5

La funcién es y = x* - 24x* +5.

26. a) La grafica de la funcién y = f (-x) es la simétrica de la funcién dada y = f (x) respecto al eje OY. Su
gréfica serd la del dibujo. Sus cortes son (1, 0) y (0, 1) y su asintota larecta y =0

kd

b) Como f (x) crece hasta x = 0, la funcién y = 1/f (x) decrece de (- oo, -1) U (-1, 0).
Como f(x) decrece a partir de x = 0, la funcién y = 1/f (x) crece de (0, +o0).

Como f(x) tiene un corte en (- 1, 0), la funcién y = 1/f (x) tiene una asintota vertical en x = - 1.

Como lim f(x)=0 entonces lim =400 yademds como lim f (x)=— oo entonces
X =+ o X =+ o f(x) X — -
lim =0. Su grafica seré
X —> — ®© f (x) 3
como la del dibujo.
2
0
=B o =4 o 1 0 1 2 3
«1
<2
-3
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ACTIVIDADES-PAG. 349
a) Sea y = mx + n la ecuacioén de la tangente a la elipse. La ecuacién resultante del sistema < 16 *

2

2
es decir, X + M
16

9

=1 debe tener una raiz doble.

Operamos en la ecuacion y la escribimos en la forma:
Ox?+ 16m?x*+32mn + 16n> - 144=0 = (9 + 16m*)x>+ 32mnx + 16n> — 144 = 0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
(32mn)*> —4 - (9 + 16m?) (16n> — 144) =0
Operando y simplificando la ecuacién anterior, obtenemos: 16m? —n? + 9 = 0.
Supongamos que P tiene de coordenadas (Xo, yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplird n = yo — mxo

y entonces:
16m* — (yo — mxo)* + 9 =0.

Operando y simplificando, obtenemos: (16 - xé )nz + 2xyyom + 9 — yg =0.

Como las tangentes a la elipse desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m; y ms, de esta ultima
ecuacién cumplen m; - m2 = - 1 y teniendo en cuenta las relaciones de Cardano obtenemos:

9 _ 2
—— 1 = 9- 2 =-16+) =  xZ+y=25

16 — x;
El  lugar geométrico es una

circunferencia de centro el origen de
coordenadas y radio 5.

- _
mafgmmas
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2

. Xty ‘o . . .

Para las elipses de ecuacion — + <— =1, el lugar geométrico que se obtiene son las circunferencias
a

centradas en el origen y de radio \/a® + b* , es decir, las circunferencias de ecuacién x> + y* = a® + b>.

En los dibujos pueden verse algunas de las anteriores. Para dibujarlas con GeoGebra se crean dos
deslizadores para los semiejes de la elipse a y b y posteriormente se introducen las ecuaciones tanto de las
elipses como de las circunferencias.

Moviendo los deslizadores obtenemos distintos resultados:
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b) Procedemos como en el caso anterior y obtenemos:

2 2
X yoo
Sea y = mx + n la ecuacién de la tangente a la hipérbola. La ecuacidn resultante del sistema < 16 9
y=mn+n
2 2
. mx+n .
es decir, )16_6 - % =1 debe tener una raiz doble.

Operamos en la ecuacion y la escribimos en la forma:
Ox?- 16m*x*>-32mn-16n>-144=0 =  (9-16m?)x>-32mnx - 16n> — 144 = 0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
(32mn)? + 4 - (9 - 16m?) (16n* + 144) =0
Operando y simplificando la ecuacién anterior, obtenemos: 16m? —n?-9 = 0.
Supongamos que P tiene de coordenadas (xo, yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplird n = yo — mxo

y entonces:
16m2 — (yo — Il’lXo)2 -9= 0.

Operando y simplificando, obtenemos: (16 - x; }nz +2xyyom — (9 + yg) = 0.

Como las tangentes a la hipérbola desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m; y mp, de esta dltima
ecuacién cumplen m; - m2 = - 1 y teniendo en cuenta las relaciones de Cardano obtenemos:

~O+yy) _

> -1 = 9+yl=16-y, = xi+y;=1
16 — x;

El lugar geométrico es una circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio /7 .

10 8 10
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Para las hipérbolas de ecuacién x_2 - y_2 =1, con a > b, el lugar geométrico que se obtiene son las
a b

. . . . 2 2 . . . .,
circunferencias centradas en el origen y de radio /a~ — b~ , es decir, las circunferencias de ecuacion x* + y?

=a’-b>

En los dibujos pueden verse algunas de las anteriores. Para dibujarlas con GeoGebra se crean dos
deslizadores para los semiejes de la elipse a y b y posteriormente se introducen las ecuaciones tanto de las
hipérbolas como de las circunferencias.

a=4325

b=3
—if—
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¢) Para la parabola y = ax? procedemos como en los casos anteriores y obtenemos:

2
p; . - . =ax
Sea y = mx + n la ecuacion de la tangente a la pardbola. La ecuacién resultante del sistema {y , €s
y=mn+n

. 2 .
decir, X~ = mx + n debe tener una raiz doble.

Operamos en la ecuacion y la escribimos en la forma:

X2

-mx—n=0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
m’>+4n=0
Supongamos que P tiene de coordenadas (xo, yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplird n = yo — mxo

y entonces:
Il’l2 — 4(y0 — InXo) =0.

Operando y simplificando, obtenemos: m* — 4mx0 4y0 =0.

Como las tangentes a la hipérbola desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m; y mo, de esta dltima
ecuacién cumplen m; - m2 = - 1 y teniendo en cuenta las relaciones de Cardano obtenemos:

4
oo o 4y, =-1 = oy, =-—

1

I

El lugar geométrico es una recta horizontal, que coincide con la directriz de la pardbola.

-E- a5 1 1.8
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Para las pardbolas de ecuacion y = ax” el lugar geométrico que se obtiene son las rectas horizontales de

ecuaciéon y = — a’ que coinciden con la directriz de la pardbola.
a

B 17 2 &3 4 5 A

RS R -

. S, I W T_— S T W |
y=-0.33
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