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UNIDAD 15: Introduccidn a las integrales y sus aplicaciones

1. Las primitivas son:
L 3x’ x’
a) Primitivas de f (x) = 3x son: F; (x) = T +S5yFRx) = T - 10.

4x° 453
b) Primitivas de f (x) = 4x*son: F, (x) =% +3yF, (x):%_j

¢) Primitivas de f (x) = sen x son: F; (x) =-cosx+my F, (x) =- cos x — 2.

d) Primitivas de f (x) =e*son F; (x) =e*— 1 y F, (x) =e* + 4.
2. El area del recinto es de 17 uc.

3. a) Los puntos de interseccion de la parabola y la recta son P (- 4, - 7) y Q (3, 0). El recinto puede verse en
el dibujo.
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b) Los puntos de interseccion de la pardbola y la recta son P (- 1, - 5). Y Q (2, 10). El recinto puede verse en
el dibujo.

42

" a=(2 10

=10

1. La estrategia consiste en establecer una analogia con el cuadrado magico 3 x 3 que contiene los nueve
primero niumeros naturales 1, 2..., 8 y 9 y la constante magica 15.

Hay que utilizarlo como si se jugase al tres en raya.

2. En total el nabab tenia 36 gemas y 6 hijos.

35
Al mayor le da 1 + = = 6 gemas. Quedan 30.
28
Al2°leda 2 + - = 6 gemas. Quedan 24.
21
Al 3°le da 31+ = = 6 gemas. Quedan 18.
14
Al4°leda 1 + = = 6 gemas. Quedan 12.

7
Al5°leda 1l + - = 6 gemas. Quedan 6.

Al 6° le da 6 gemas.
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3. La solucién queda:

2
. r
Area del tridngulo = 7 .

P 1 . p
Area linula = E - Area semicirculo — Area (x).

P 1 . .
Area (x) = Z - Area circulo — Area tridngulo =

. 1
Area linula= — - 7 -
2
Ambas 4reas son iguales.

4. Cort6 la cadena en 4 trozos de 1, 2, 4 y 8 cm cada uno.

e El primer dia le dio 1 cm.
e El segundo dia le dio el trozo de 2 cm y le devolvid la patrona el de 1 cm.
e El tercer dia le dio el trozo de 1 cm, luego la patrona tiene 1 cm y 2 cm.

e El cuarto dia le dio el trozo de 4 cm y la patrona le devolvio los dos trozos que tenia.

® Asi sucesivamente.

ACTIVIDADES-PAG. 366

1. En la imagen vemos la resolucién de esta actividad.

3-x+2)7
% = 8:In(|x|)+ (9-x%+27-x2)}36-x

40 -x2 +56

8-x
— -
V5 x24T 5-4/5-x2+7
E-x—s —15-ﬁ-\f—T-xE+12-asen(@

3

)+(14-x2—24)

—
V12-7-x2 21/ =T-x2+12
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2. En la imagen tenemos las soluciones de estas integrales definidas.

2
3 L
(E+E-x3) 4-x2 =» 5031936
1]

1
6-x-cos(x?)

3y 2+3-sen(x?)

1. Procediendo como se indica en €l texto obtenemos un drea de 20 unidades cuadradas.

/

Aﬂrlﬁ-lﬂ

2. En este caso obtenemos un area de 1 unidad cuadrada.

St xpee=
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3. En este caso obtenemos un area de 5,01 unidades cuadradas.

l.|-I|:|:-|1.-|-!-J:|r

1. Las primitivas son:

a) Primitivas de f (x) =3x?>son: F; (x) = x*+3; F, x) =x*-5yF (x) = x* - m.

b) Primitivas de f (x) =2x —5son: F; (x) = x> —=5x + 1; F» (x) = x> — 5x - \/EyFs x)=x>-5x+3
¢) Primitivas de f (x) = 3 cos (3x) son: F; (x) = sen 3x; F> (x) =sen (3x) + 1 y F3 (x) =sen (3x) — 2.
2. La primitivaes f (x) =1In |x-2 | .

3. Las funciones buscadas son:

a)f(x)= x*—x2+3

b)f(x):—%cos2x+§

4. Derivando F (x) = 3 x e - e>* + 3 obtenemos:

F (x)=3e*+3x-e¥-3-eX.3=0x-e*=f(x)
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5. Las integrales quedan:

a) I7x6dx:x7 +C

3 1
b)jydxz—§+c

c)jZde=§W+C

d)_[ifdx=—i+c
x Jx
4_
e) jde=§x4—10\/§+c
X 4
3 4 X x°
x (4x" -x)dx=——-—+C
D ydv="- -

g)j(2—3x)1°dx=—3—13(2—3x)“+c

m [(72% +3) - 3xdx = %(7:& +3) +C

1 1
) [ ——dr=—-—S+C
v I(Sx—1)3 10Gx—17°

2

g x 1g° x
dx = +C
J)J.cos X 2

k) j9senxcosxdx:2sen2x+c

I)I—dx— In>x+C

6. Las funciones primitivas son:

1
e dx==e” +C
a).[ >
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2 2\/;+C

Vx
b)jﬁd.x:m

c) J‘3x3+2~x2dx:L3x3+2+C
3In3

d)j\/S_xdx— Sw/sx +C

1
e) j sen2x .cOS zxdx 2 sen 2x + C

elnx 1 .
f)j ™ dnge +C

7. Las funciones primitivas son:

dx——ln 5>+ 1D+ C
a)'[Sx +1 ( )

b) Icotg xdx=1n|senx|+C

c)j323x27dx=§1n\3x3—7\+c

d)I26x—_9dx=31n|x2—3x+2|*C
xT =3x+2

~In|e " -2+ C

ol o dx=4m|mx|+cC
x-In x

8. Las funciones primitivas son:

a)J.seandx:—lcost+C
2
2 3 2
b) [3x - cos (x +1)dx=§sen(x +D)+C

o) 1 +1g> (7x)] dx=%tg (7x) + C
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d)_[ 2¢ —dx=21g x+C
cos’ e

e) Iseczxdxztgx+C

f)J.COS\/_ =§sen\/;+C

9. Las integrales son:

2
a) ngz 1 dx = 5 arctg 3x) +C

= —arcsen 4x)+ C

b) j\/i
6 1 4
c) J.9+ 1x6x4 dx = 1 arctg (gxzj +C

d) J‘# dx = arcsen (%xj +C
2 3

10. Las integrales son:

)j(———— f—8)dx=—l3+3\/F+41n\x\—8x+c
X X
b)j =—31n\3—2x5\+c
3-2x° 5
c) I23—dx=ﬁarctg (ﬁxJJrC
5x° +16 20 4
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2 2
d) Iddx=%—2\/;+c
X

o) [V4x' —125x° dx =£ Jax* =12 + ¢

3-2x 1 2 1
f) dx=—arctg | =x|——I |4x> +9/+ C
J.4x2+9 " 2 8(3 j 4 ‘ ‘

1
) * 5x - cos 5x dx = — sen* (5x) + C
2) [ sen g (5

1g x
h)jze dx=2e"" +C
COS X

1)J'

1+e

) J.6)c~e4)‘2 dx = % e 1 C

2 4
k)'[xx++6x =—1n‘x +6x‘+C
dx 1
o T

m) J‘Lz dx = — l J1—4x* + arcsen 2x) + C
J1—4x? 4

n)jﬂdx=—lln\2+cos4x\+c
2 + cos 4x 4

2
P)_[de=2x2—12x+9ln|x|+c
X

11. Los valores de las integrales definidas son:

3 27?
a)jz(x2—3x)dx= B B s
0 32, 3

b [ L e =[n(x=DF =1n2=069
2 x—1 >
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e)j13*xczx= I B R
0 ln30 In3 1In 27

f)j1 4i3dx=[21n(x2+3)]1_1=0

2
I x

9

g) j:,/zx —2dx = F (2x — 2)3} =18,67

3 3

1

1
h) j; Gx +1)* dx = {E Gx + 1)5} =682

0

[ 1 7 1
i) jo cos 3x dx = S sen (3x) =—§=—o,33

0

dx = [3 -arcsenx]” = z

L3
N
2
" Iz 3+x dx:{%arctg (§j+%ln (x2 +4)}

0 +2
x°+4 0

D[ 2 1g xdr =[-21nfcos ] =069

12. El valor de las areas, en cada caso, es:

1
2 [ (4-4x)ar= |:4x - % x3L = —2=533
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b [ %dx=[ln|x|]z=1n2=0,69

bvaa = 080
fi 1
o i ¥ 3 & -]
1 2
0 jl @ +2) dv=| e +2x| =3 519 "
0 2 2
0 "

13. Las integrales son:

2 ['If @ - g )] dx

b f(0) dx—["f () dx
o [[[r 0 - glax+ [ Tg 0 - f (0] ax
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14. Las regiones pueden verse en los dibujos, asi como el valor de las dreas de las mismas.

3 2 3 3
a) Area = f(x2 —4) dx =—j12(x2 —4)dx+jj(x2 Ay dx= — {%—M} + {%—4)6} -

1
3 3 3

2

Arpa =4 of

frea = 3180

< -1 d 1 2 3
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) Area:joﬂsen x dx = [~ cos x]7 = (= cos ) —(— cos 0) = 2 u’.

2-.

Area =2 \#

15. Los recintos pueden verse en los dibujos, asi como las dreas de los mismos:
a) 3x + S5y = 15; eje OX; eje OY
5
, s 3 3 75
a)Area=J- —Zx+3|de=|-—x*+3x| =|-—+15|=75u".
o 5 10 10

0

4 4

Area =75 u?
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3 2
b) Area= — [ (* - 2x)dx = - [%—xz} =—( %—4):?:1,33 .

Areg= 1332

Area =033 07

-1 18 2
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5
1

d Area= ['(- 2% +6x—5)dv+ [ (-2 +6x—5) dv— [ (2 - 2x) dx=

=10,66 — 10,66 — (—36) =36 u’.

2
2

e Ara= [ (4—x*)dr [ (2% -8 dx=1067 - (- 2133) =324

1 ..
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=05 u’

N |~

f) Arca= 2-[I;(3x—x3)dx—I;2xdx}=2-[%—1}:

16. La grafica de la funcidn f (x) puede verse en el dibujo:

290 |
Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/



EDIQTEI Matemadticasl SOLUCIONARIO
B L ]

El valor de las integrales es:

W’ [ fde=["2xdx+[ (12-2x) dx=16u’

[ @a=] rwa=3

=1 & |
17. Las funciones que verifican f ** (x) = 6x — 6 son: f “ (x) = I(6x - 6) dx=3x>-6x+C.

Como f " (-2) =0 entonces C=-24 yf~ (x)=3x>—-6x -24.
Hallamos f(x) = [(3x” —6x —24) dy=x" —3x” = 24x + K .

Como f (0) = -2, entonces K = -2.

Por tanto, la funcién es f (x) = x* — 3x% -24x -2

1
18. Sea P el punto de coordenadas (a, E az) . La ecuacién de la recta tangente a la curva dada en P es:
2
y=ax——a
2

Imponiendo las condiciones del problema obtenemos que:

3
a

3
I—xzdx—j ax—la2 x=9 = L -2 -9 = a=6.
02 % 2 6 8

El punto es P (6, 18).
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19. a) Las gréficas de la funcién y de la cenefa aparecen en los dibujos:

b) El area de la regién sombreada es:

. (2 3 2 o2 B )
Area=| "( —=4)ydc+ [ (x-2) dx=8u
c) El precio de este trozo de cenefaes 8 - 120 =960 €

20. a) Para conseguir el ahorro durante los primeros seis afios calculamos:

[ (5000 + 12000x) dx = 650 000 €
Durante los 10 primeros afios esta empresa ahorra 650 000 €

b) Como el precio de compra es 116 000 €, el nimero t de afios que tardard en amortizarla viene dado por:

/(5000 +12000x) dx =100 000 = 50007 +60007> =100 000 => = 3,94 aiios.

. : 1 . .
a) Expresamos la hipérbola x - y = 1 como la funcién y = — . La derivada de la funcién es y ~

=— —.Sea
x x>
1 .
P | ¢, — | un punto de la funcién.
t
La ecuacion de la recta tangente a la curva en P es:
1
y--=-=@-1 = x+ty=2x
1 t
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Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los ejes coordenados son:

2y = =2t
YD RN A —  A=(2 0)
y=0 y=0
=0 x=0 )
B: 5 = 2 = B=|0—
xX+ty=2t y=— t

Comprobamos que P (t, lj es el punto medio del segmento de extremos A =(2t,0)y B = (0, 2) :
t

Xy txg 2t+0

_Ya*t Ve _

t

O+%

Xy = = I=Xxp Ym

2 2 2

El area del tridngulo OAB es:
A/reazé-OA-OB =

b) Visualizamos esta situacién con GeoGebra:

=DYp

r 1
2 t

bi) Dibujamos la funcién introduciendo en el Campo de entradas f (x) = 1/x.
b,) Con Desplaza Vista Grdfica ampliamos la zona del dibujo.
bs) Con Punto en Objeto dibujamos el punto P sobre la grafica de la funcidn.

bs) Con la herramienta Tangentes dibujamos la tangente a la curva en el punto P.

bs) Con Interseccion de Dos Objetos hallamos los puntos A, sobre OX, y B, sobre OY.

be) Con Punto Medio o Centro hallamos el punto medio, M, del segmento de extremos A y B.

b7) Con la herramienta Poligono dibujamos el tridngulo OAB.

bg) Con Elige y Mueve desplazamos el punto P
sobre curva y observamos que los puntos A y B
se desplazan sobre los ejes coordenados, pero el
punto M y el punto P coinciden, ademds el
tridngulo OAB cambia de forma y su 4rea no
varfa y vale siempre 2 unidades cuadradas.

Tangente : v %42

TrignguloDAR = 2
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Tangente : y = —dx + 4

TridnguloQAB = 2

12) Tangente = y = ~1.12x + 2,12
TrignguloQAB = 2

A=(1.89 0)

+

¢) La derivada de la funcién y = k es y’ =-— iz .Sea P (t, E) un punto de la funcién.
X X t

La ecuacion de la recta tangente a la curva en P es:

y_éz_%(x—t) = kx+t2y=2kt
t

Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los ejes coordenados son:
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2 = =2t
A:{kx”y 2kt {x — A=(2,0)

y=0 y=0
=0
x=0 *
B: 5 = 2 = Bz(O,%j
kx +t°y = 2kt y=— t

t

Comprobamos que P (t, EJ es el punto medio del segmento de extremos A =(2t,0)y B = (O, %j :
t t

L 2k
Xy +x5, 2640 Ya T Vs t _k
X = = =t=Xx = — - — =
M > ) P Ym 2 > p Yp
El area del tridngulo OAB es:
Areaz%-OA-OB = A/reazé-Zt-% =  Area =2k u’

Notas:
1. El drea del tridngulo, que depende del valor del pardmetro k, no depende de la situacién del punto de
tangencia P.

2. Las caracteristicas del tridngulo si dependen de la situacion del punto P.

Visualizamos esta situacién con GeoGebra:
a) Insertamos un deslizador al que denominamos k.

b) Dibujamos la funcién introduciendo en el
Campo de entradas f (x) = k/x.

c¢) Repetimos los mismos pasos que en la
construccidn anterior

d) Con Elige y Mueve desplazamos el deslizador y

el punto P sobre curva y observamos lo que Tangente : y = —0.95x +2.76

TridnguloODAB = 4

;4$
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Tangente : y = —0.9x + 3.79

TridnguloOAB = 8

S

Qo

&

2
c1) Si el tridngulo de vértices O (0,0), A=(2t,0)y B = (O, —kj es isOsceles se cumplira:
t

%
t

Las coordenadas de P (t, ﬁ} seran P (i \/E , = \/% )
1t

OA=0B = 2 22 =2 = 2=k = rt=++k

c2) La longitud de la hipotenusa del tridngulo rectangulo de vértices O (0, 0), A=(2t,0)y B = (O, %j es:
t

2 4 2
t

Derivamos y anulamos la derivada para obtener: L~ (¢) =

212 - k?

2+ k2 t

L'®=0 = t*~k>=0 = =k = t=++k

Las coordenadas de P (t, k] seran P (i \/E , = \/% )
1
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