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UNIDAD 9: Sucesiones. Limites

1. Los términos pedidos son:

n’> +n

a)a, = 3 :1,3,6,10y 15.

b)b, =3-2""%: %,3,6, 12y 24.

==D"""n:1,-2,3,-4y5.

d) dlzl,dz zl’dn+2=dn+l +dn:l’l’2’3y5

2. a) Las sumas parciales y la suma total son:
2
n°-+n

1=1,1+42=3,1+2+3=6,1+2+3+4=10,...,1+2+3+4+ ... +n= 2

b) Las sumas parciales y la suma total son:
2n® +3n% +n

17=1,12422=5,17+22+3>=14, 1+ 2>+ 324+ 4>=30, ... , 17+ 22+ 324+ 4+ ... +n’= .

3. Obtenemos:

1¢* clavo = 0,01 euros.
2° clavo = 0,02 euros.
3¢ clavo = 0,04 euros.
4° calvo = 0,08 euros.

32° clavo = 0,01 - 23! euros.

Por el caballo pedia la suma de todos los términos anteriores:
31 5
S = 001 22 ? 001 _ 0,01- (2** — 1) euros.

La sucesion es una progresion geométrica de razén r = 2. En total pedia 42 949 672, 95 euros.

1. Veamos que paran = 1 se cumple: 2 =12+ 1.
Supongamos que se cumple paran=p: 2 +4 + 6 +...+2p = p> + p.

Veamos qué ocurre paran=7p + 1:
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2+4+6+...+2p+2(p+ D)=(p*+p)+2(p+ D =p*+3p+2=(p+ 1>+ (p+1)

Queda probado que la igualdad es cierta para todo nimero natural.

32 -1
2. Veamos que paran = 1 se cumple: 3° + 3' = =4,
37+t —1
Supongamos que se cumple paran=p: 3° +3' +...+ 37 = —
Veamos qué ocurre paran=p + 1:
1 2
S T VN VR B At WA VR B At
2 2

Queda probado que la igualdad es cierta para todo ndmero natural.

3. Veamos que paran =1 se cumple: 2 -1)*~1=0=8

Veamos que paran =2 se cumple: (4 —1)>-1=8=28

Supongamos que se cumple paran=p: (2p—1)>—1=8

Veamos qué ocurre paran=7p + 1:

(2p +17 —1]-1=@p+1)-1=[2p-1)+ 2] 1=

—Q2p-1*+4CQp-D+4-1=[2p-1)-1]+8p=8+8=8

Queda probado que la igualdad es cierta para todo nimero natural.

4. Veamos que paran=1secumple: Si=a;=(1+ ! - 1!=21-1!=2- 11 -1!=1!1-2-1)=1!-1=a,
Supongamos que se cumple paran=p: Sp=ai+a+...+a,=(p+ ! -1

Veamos qué ocurre paran=7p + 1:
Spri=lar+at. . tal+ap+l=pP+D!I-11+P+D-p+D! =

=(l+p+D-(p+ D! —11=(p+2)! 1!

Queda probado que la igualdad es cierta para todo nimero natural.
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1. a) Introducimos las sucesiones tecleando (sin espacios intermedios):
an):=(1-4n)/(1 +4n) b(n):=@n+ 1)/ (4n) cn):=(-2)
y después con las expresiones:
Suma [a(n), n, 1, 20]
Suma [b(n), n, 1, 20]
Suma [c(n), n, 1, 20]
Obtenemos los resultados que pueden verse en el grafico.
oOEEOEEE

+ GRS - Céculo Simboiico
{ | aink={{1-dn)i 1+dn))

|2
=

—An+l
Ly 75, &

| Sumaja(n).n,1,20]

~ 20105165954218656540148
109445937 TTAT252T9227Th

. | BiNF={{dne 1 Vi4ng)

[ _dn+1
+ b(n) := in
| Sumajbin},n,¥,20]
* 1207305455
62078016

5 | sinkm(-2)

E l - gfn) 1= =2

& Sumafcin,n,1.20)
| . _4n

[

b) Los limites de las soluciones del enunciado son:

tim (a,) =tim | =2 = 1. dim(p, ) =tim [ 21 ytim ) = 1im 2 =2
1+4n 4n

Como las sucesiones son convergentes, los limites pedidos son:

lim (a,+ by) =0 lim(an- by) )= -2 Iim2-a,)=-2 1lim@&-by)=4 lim(ax- by =-1
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lim (an- cn)=2 lim (an: by) = -1 lfm (a.: co)=1/2 lim \[b, =1

Los resultados anteriores pueden verse en las imagenes:

Archivo Edita Vista Cpciones Harramisntas 4 | Limitefainiein)n, ]

EI - i|-|-l"lr iJu:' ”_I T"|.'.|-"‘["E_"'} = | ]

St el SnnRRon 2 | Limitz{anibin}n.z]
afnk=(i1-4n){1+dn)) o =
| —dn+1 1|
<~ aln) := InFil g | Limitef2=ain).n, =]

_: biny=(dn+1Vi4n)
| an+1 Limiteanyie(n).n,oc]
in : : 1

2

v =3

2.
4 = bin) =

—

lim (p% ) =1

q cimb={-2}

4| = gfn) = =1

4 Limite]ain).n.o0] 4 | Limite(a*bin).n, 0]

2 N | i
._|; i ‘

—

= | Limitedbinyn,ce] 5 Lirrte[sqriibin)),m, o]
i =3 o - A |

g | Limite{e(n)m o]
|~ -2 | -
7 | Limitefain)+&(n),n, ]

—

7 | Limitalain)'Dinjn.z]
[ R |

g | Limitefoin|ainiin.ss]

g | Limitefainy ein)n, o]
o~ 2

— —

1. Las sucesiones son:
a)l1,2,4,1,2,4,1,2,4,1,2,4...
b)2,7,12,17,22,27,32,...,5n—3.
c)4,38,16,32,64,128,256,512,...,2"+!

2
125 1017 26 37 50 65 n’ 41

4797162536497 6477,
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e)0,7,26,63,124, 215,342,511, ..., (n* - 1).
£ 1,2,3,5,8,13,21,34, ........
2)3,6,12,24,48,96,192,384, ...,3-2""!

h) 0,8; 0,88; 0,888, 0,8888, 0,88888, ...

i)1,3,7,13,21,31,43,57, ..., (m*+n+ 1).

2. Los términos de las sucesiones son:

a)0,5,14,27,44y 65.

c)—2,4,-8,16,-32y 64
d) 6, 18, 54, 162, 486 y 1458

IR}
3°9° 27781 243° 729

5678 9 10
2747816 32" 64

2)2,9,28,65,126y217
1 3 7 15 ﬂ @
2748 16 32" 64
3. Los términos de las sucesiones son:
a)2,1,-1,-4,-8y-13

11 21

>

N
w

b) 2, 3,

g 01

N |
o))

4. Las sucesiones son:
a)(a)=02,1,0,-1,...,3—n)

b) (b)) =(-1,0,1,2,...,n-2)

3579 2n+1
C)(Cn)= RN I B I

2 345 n+l1
d)d)=(2,-2,2,-2,...,(-D)**1.2)
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e)en)=(-1,-2,-2,-3,-4,-4..)

f)(f)=(-1,-3,-5,-7,...,-2n+ 1)

5. La acotacién de las sucesiones queda:
. 3.
a) (an) acotada superiormente por 5 e inferiormente por 0.

. e 3
b) (b,) acotada superiormente por — 1 e inferiormente por — —.

. e 1
¢) (ca) acotada superiormente por 3 e inferiormente por 3

6. Las respuestas son:

a) (ay) estd acotada entre 1y 2: 1< 2n <2.
n+1
Demostracién:
1< 2n < n+1<2n <& 1<n cierto
n+1
2n .
<2 < 2n<<2n+2 & 0<L2 cierto
n+1
1 1 -1 2-n 1
b) (ba) estd acotadaentre - — y —: — < <-—.
3 3.3 3n 3
Demostracién:
1 2—-n )
——< < —-3n<6-3n < 056 & cierto
3 3n
2-n _1 )
<- & 6-3n<3n & —-6m<-6 ©6M=>26 < n=1 cierto
3n 3
p 3
c) (cn) estd acotadaentre —3y0: —3< - —<0.
n
Demostracion:
—35—E < -3m<<-3 & 3n2>23 < n=>1 cierto
n

3 3
— =<0, comon >0, entonces— — < 0.
n n

7. Las sucesiones son:

n

a) (an)=( 5

=|- l, -1, - é, - i, ... | . Estrictamente decreciente.
2 2 2

b) (b) = 2; 2,1;2,1; 2,11; 2,2; 2,2; 2,22...). Creciente.

c)(cn)=(+1;+1,2;+1,22; + 1,222...). Estrictamente creciente.
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’

d) d,) = [ﬁj _ (1,

e) (e,) = (n2 - 2) =(-1, 2,7, ...). Estrictamente creciente.

s j . Estrictamente decreciente.

YRS

2
’5’

f) (fu) =(-1,-1,-1...). No es mondtona, es constante.

8. Las soluciones son:

1 _
a) (a,) = (T:;nj Estrictamente decreciente.

Vamos a probar que a, > a, + 1

1-3n _1-3(n+1)
4 4

< 1-3n>1-3n-3 < 0>-3

Con lo que, como esta desigualdad es siempre cierta, queda probado que a, > an +1.

2
n . .
b) (b,) = ( > J Estrictamente creciente.

n- +1

Vamos a probar que b, < by 1:

2 2 2 2 — —
2n - (n+1) - n. (n+1) <0 2n —1

= <
P +1 (n+1D?+1 n+1l (n+1) +1 n* +1)-(n*+2n+2)

La dltima desigualdad es siempre cierta.

¢) (c,) =l(— 1) + nZJ. Estrictamente creciente.

Vamos a probar que cn < Cn+1:

D'+ <D+ 4D D"t < (D) (=Dt +2n+1 < 0<2n

Esta desigualdad es siempre cierta, puesto que n > 1.
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9. Las sucesiones buscadas son:
2n -3 3n 51> +n—-6
an + bn = + = T TEEE—
(3n) + (Bn) ( n n+2J (n2+2n]
- n+n-6
n+2 n* + 2n
3n 2n -3 n—n+6
(bn) ) (an) - [ j ) { 2 J
n- +2n
l 2n — 3 2n — 3
2 n 2n

2n -3 n 6n’ —9n
(a").(bn)_( n+2j (n2+2nJ

(an) - (b)) =

%-(a,,) -

2n —3
(an)_ n B 2n* +n-6
(b,) | 3n 3n*
n+2
3n
b,) | n+2|_ 3n’
(a,) 2n -3 2n* +n -6
n
10. Las respuestas son:
5
(an) estd acotadaentre 1 y6: 1< ne <6.
n

(an) es mondtona estrictamente decreciente. Veamos que a, > an+ 1

n+5 n+6 n+5 n+6 5
> = — = >0
n n+1 n n+l n?>+n
n+5

A partir del tercer término: <3 < n2x3.

n
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11. Los limites son:

a)lim(Bn-2)= +

by tim | an? ~ T 2o
2n + 1

c) lim [— Zj =0
n

d)ll’m(4n+2+ zj=+oo
n

e)lim(-n*—n)= - o

f)lz’m(\/n_3—\/§]=+oo

-3, —3n?
i -n” |0- + ool =lim =—
& lm(n+2 J[ ] (n+2j

o 4 N e
1)llm(n+2-(—n)][0-+oo]—lzm(n+2]— 4

K) lim (2n —5) . =0
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n* +2
an® +5
1 n +n
r) lim =0
n- + 6n

12. Los limites son:

2 e
2 lim%_‘“f{f}zo
6n” +5

_ 2
b)lfm%[f}:w
n°+6n-2©

c) lim =400

5n° +6n* =3 [oo}

2 +5n+1 | o

4n? — 4n?
dy lim [,/4;12 +3n - 2n] oo — o0] = lim A E3~ 4n {f} -
J4n® +3n +2n L®

3
4

39 3 3 2 3 2 3
o) lim (n 2 n [ — o] = lim (n 2) (n"+1)—n"-n {f} i "
n n

n* +1 2.n* + 1)

f) lim l(n+2)2 —(n—2)3J[oo—oo]=lz’m(—n3 +7n* —8n+12)=—o0

0

g)lt’m(\/n—3—\/n—6)[oo—oo]=ll’m \/n—3-:|)’-\/n—6:

h) Zim [1/9n2 +7-Gn+ 2)} [oo — o0] = lim ———121*3 [E} _c12

o0

Jon® +7 + (3n + 2)

i lim 1 [Oo_w]zh,m\/2n+5+\/2n—3:HO
J2n+5-2n -3 8

5_
i (=[] T

4n® +n* +2 | 4
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20t +5 (P -2n® 43 —4n* +20% 430
m : -1 lim ——

3 2 li
. n —2n° +3 n 3_3 4 _ 4
k) llm(— =e ! " =e o

I
Q

) ) Jn o
m)lzm(\/n+\/_—\/n—\/;)[w—w]zllm\/nJr\/;Jr\/n_\/;[;}zl

n) ll’m[\/n+3-<\/n—5—\/n—l)]:ll’m(\/n2 —2n—15—\/n? +2n—3)[oo—oo]:

) —4n—12 0
= lim —|==2
Jn* =2n—-15+/n* +2n -3 [

n- +n
1+2+.. 2

o)lfm(¥j=lfm 2 _iim” E”F}:l

n n 2n 0 2

5+n°
’ 2n2+5 n® +2n Y
p) lim | —; =2" =+
n +38

n
=e

(n_'_l)m—& ) lim[(m—W%("H—lD .

ACTIVIDADES-PAG. 224

13. Los metros de perforacion del tiinel siguen una progresién geométrica de razén 1,05 ya que los primeros
dias se perfora:
a=3m,a=3-1,0m,a3=3-1,05>m,as=3-1,05°m...

n

Teniendo en cuenta la suma de n términos de una progresion geométrica, S = 47 1_ il , obtenemos:
r —
6000 = > 100" =3 3-105" =303 = 105" =101 =
L,05 -1
n=108100 _ ) 50 05 dias

" log 1,05
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14. Los limites son:

n? -5

3n? —dn + 532 -2
a) lim | —— =72 1”|=e¢ ©
) [ 3n? +2 J []

3" + 2" [;] +l
b) lim [f} =lz’m—[f} ~1

3n — 2" || oo (3) L

2

¢) lim

_Jnmn][w_w]_ﬁmz'(v“"z-5+2”Jm -4
—5-(\/m+nj ©

a n+1 n n+1' | n+1. | n
dy lim | =+ ) D ”‘=1fmw=ll’m(n+lj =e
n+1! n! n" - (n+1)! nm+1)-n!-n"

15. Las sucesiones asociadas a los cuadrados son:

Lados 1 1 1 1 1 Ly
2 2 242 4 (ﬁ]
4 2 1 n—1
Perimetros 4 T 2 N 1 4 (—j
2 J2 5
2
i 1 1 1 1\ !
Areas 1 E Z g R (Ej
Las sucesiones asociadas a los cuadrados son:
Lados 1 1 1 1 1 1y
2 4 8 16 (Ej
2 3 3 !
Perimetros 3 § Z § E 3 (Ej
, N IR N R e s
Areas 4 16 64 256 1024 4
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a) El primer cilindro ha de tener la altura de longitud doble que el radio de la T —r
base. La segunda esfera tendra por radio el radio de al base del cilindro en el que / [ H\
se encaja. i | A "'.II
1
0 | |
Primer cilindro: r° + 1> =10° = 1, = — m. \ '
J2 £
10’ i
Segundo cilindro: r; + r} = [E) = rn=5m L T

Tercer cilindro: r; + 1] =5° = r, =

im
5

N |

c

S
S5

La sucesi6n de los radios de los cilindros es: (r.) = (

5
’5’ _’
J2

SIS

b) La sucesién del radio de las esferas es: (R, ) = {1 0, 10 > 33 ]

’59_9_’_"
V272727 242

40007 2000z 5007 2507
373427 3 732

e

La sucesion de los volimenos de las esferas es: (V ) = [ ,J , €S una sucesion

geométrica de razén

]
232
1257 12507

V24

, 2507,

La sucesion de los volimenes de los cilindros es: (V )

c

[m
G

,j , €S una sucesion

. 2
geométrica de razén v

17. Operando, obtenemos, en cada caso:

a) El valor del limite es:

lim {(n2 va-n)? (- an)%} [0 — o0]= lim 2an {"O} —a

\/HZ +an + \/I’l2 —an

1
Por tanto, con a # 0 obtenemos a = 5 .

2 a-n
b) El valor del limite es: lim {n - n} [1°°]= e’.

n’ +1

Tenemos que si con a # 0 obtenemos a = - 1.
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18. La respuesta a las cuestiones es:

a) Para realizar la tabla pedida, en Vista A B
hacemos aparecer Hoja de Calculo. 1 Profundidad Luminosidad

0 100
Escribimos en ella lo que aparece en la tabla 3 =A2+1 (Enter) =B2-(20/100)*B2 (Enter)
adjunta.

Aparecen los valores 1 y 80, respectivamente.

Seleccionamos cada una de estas dos celdas y desde el vértice inferior
derecho, y con el botén derecho de ratdn presionado, arrastramos hacia

abajo hasta el valor que deseemos.

En la tabla que sigue aparecen los diez primeros valores.

Una vez realizada la tabla, seleccionamos ambas columnas y con
el botén derecho del ratén desplegamos el menu y elegimos Crea

lista de puntos.

Aparecen los puntos dibujados en la Vista Grafica (serd

necesario ajustar los ejes para poder ver los puntos).

También podemos ver en la Ventana algebraica la lista de

dichos puntos.

AL | 8 |
Profundidad Luminosidad
0 100

1

l 80

I - o

~ Hoja de Calculo

AN 1 [EEE]=- B~

A B

1 Profundidad | Luminosidad
T 0 100
T 1 80
T 2 64
T 3 81.2
T 4 40.96
T 9 3277
T B 26.21
T 7 20.97

10 8 16.78
T g 13.42
? 10 10.74
13 |

155 |

Solucionario descargado de: https://solucionarios.academy/



EP%TEI Matematicasl SOLUCIONARIO

Podemos encontrar la curva que se ajuste a los puntos dibujados y su ecuacion, tecleando en la Ventana de
entrada:
Si[x>0,AjusteExp[listal ]]

Obtenemos la funcién de expresion:
f(x) =100 - e 02

La curva puede verse en el dibujo de abajo.

[-a) '.'

b) La intensidad de luz que tiene el buzo al bajar 0,5 metros serd: 100 - (0,80)%% = 89,44.

También la podemos calcular con la funcién anterior, es decir, f (0,50) = 100 - ¢ %22-059 = 89 58,
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¢) Si baja a 20 metros la luz que detectara serd: 100 - (0,80)* = 1,15

También, f (20) = 100 - e %2220 = 1,22
Graficamente podemos hallarlo cortando la

curva con la recta x = 20 y determinando el
punto de corte que es P (20; 1,15).

d) Para determinar la profundidad a la que

P =(20,1.15)

W 2 4 48 18 0 T 24 28

¥= 20

puede bajar y atin detectar cierta luminosidad la podemos calcular de la forma que sigue:

0,2

~ 1n 0,002

100- (0,80) =0,2 = (0,80)" =—==0,002 = x-1n080=1n0,002 = x = 2785
100 In 0,30
100- e %22 =02 = ¢ *2* = 02 _ 0002 = —-022x-Ine=1n 0,002 = x= In 0,002 _ 2825
100 -0,22

Gréficamente podemos hallarlo cortando la curva con la recta y = 0,2 y determinando el punto de corte que

es Q (27,85; 0,2).

Q = (27.85, 0.2)

10 15 20

Para representar graficamente una sucesién, por
2

ejemplo a, = , creamos un deslizador
n°+n

con las condiciones que aparecen en el grafico.

Nombre: n
Minimo 1; Maximo 50 e Incremento 1.

25 A0 a5
ek ] |
& Mameo Mo e
Ak L
| Ertara Alpsshorio |

Irberval | Dpskzador | Anmandn

rn 1 R’ 50 Inciamenio 1

| Aghica

Carcela |

En el campo de entrada introducimos: (n,(3n"2)/(n"2+n)) y aparece un punto. En el Menu contextual del

punto activamos Propiedades del objeto, Basico y Muestra rastro.
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Movemos el deslizador y van apareciendo los puntos de la sucesién que tienden al limite 3.

& n=g

y=1
.-'..“..-..-.....|||'lll-'n11i!#|ll'tl‘*ll
s
.l
-
4 L
-
i
0 18 30 5 i i A e 5D

ACTIVIDADES-PAG. 225

Explica la formacién del copo de nieve: Dibujamos un tridngulo equilatero, dividimos cada lado en tres
partes y sobre la parte central, dibujamos otro tridngulo equildtero, en el siguiente paso sobre cada uno de los
6 tridngulos equiléteros repetimos el proceso e iterando obtenemos esta curva.

Consideramos que el tridngulo equilétero inicial tiene de lado a unidades.

NUMERO DE | PERIMETRO | AREA
CURVA
1 3a az.\/g
4
2 12a/3 a>J3 a>3
4 L3 36
3 48a/9 >3 a3 a3
4 43 36 . 814
4 192a/27 a3 a3 a3 23 a3 a3
4 43 36 41p 814 sag 4 43 36 4127294
enésima ;I-n_za a2.\/§ 1+§(gj
4
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Como vemos en la tabla la sucesion de los perimetros es una sucesion geométrica de razén 4/3. Por lo que su
n—1
lim a =+
. . . n—» 4o 3”‘2 ., , ., et
longitud es infinita pues .La sucesion de las dreas es una sucesion geométrica de

a3 1+1(ﬂ)_ a3
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lim
razén 4/9. Su superficie es finita pues: "~ ** 4

La propiedad que tienen estas curvas es que siendo su longitud infinita encierran una superficie finita.

La curva “Anticopo de nieve” es la que vemos en el dibujo:

A

Es la configuracién opuesta al copo de nieve. Se forma del mismo modo pero metiendo los tridngulos hacia
adentro.

Se obtienen los mismos resultados que en la anterior y tienen la misma propiedad.

UNIDAD 10: Propiedades globales de las funciones

ACTIVIDADES-PAG. 226

1. El dia 31 de julio ocupard una superficie de 1- 1,083! = 10,87 cm?

2. La grafica buscada podria ser la siguiente:
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